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Theorie der einfachen Ungleichungen. 


(Von Herrn Julius Farkas in Kolozsvar (Klausenburg).) 


Die naturgemässe und zugleich systematische Behandlung der ana- 
Iytischen Mechanik muss das zuerst von Fourier*) und dann später von 
Gauss”") formulirte Ungleichheitsprineip der virtuellen Verschiebungen zur 
Grundlage haben. 

Die Möglichkeit einer solchen Behandlung erfordert aber gewisse 
Kenntnisse über die homogenen linearen ganzen Ungleichungen, welche 
bisher so zu sagen gänzlich gefehlt haben. 

Fourier hat sich selbst vielfach um Ungleichungen bemüht*”*), aber 
ohne erheblichen Erfolg. Später befasste sich der russische Mathematiker 
Ostrogradsky mit diesem Gegenstande.7) Seine Betrachtungen passen aber 
nur auf den Fall, dass die Anzahl der Ungleichungen, welche zum Aus- 
drucke des mechanischen Zwanges dienen, diejenige der Componenten der 
virtuellen Verschiebungen nicht übertrifft. Andere Publieationen, welche 
über dieses Thema noch erschienen sind, zeigen auch keinen wesentlichen 
Fortschritt. 


*) „Sur la Statique“. I. de ’Ee. polyt. II. An VI. (1798). Oeuvres, Tome II, 
pp. 47—521. 15%. 
**) „Ueber ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik“. Dieses Journal, 
IV. 1829. Werke V. 1877. 
„Prineipia generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequilibrii“. Comm. soe. 
reg. seient. Gotting. rec. Vol. VII. 1830. Werke V. 1877. 
*#*) Oeuvres, Tome II. pp. 317—328. 1890. (1823, 1824). 
T) „Considerations generales sur les momens des forces“. Mem. de l’Ac. imp. 
des Sc. de St. Petersbourg 1834. 
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J. Farkas, über die Theorie der einfachen Ungleichungen. 


Während der letzten sieben Jahre habe ich mich wiederholt mit Un- 
gleichungen beschäftigt und aus dem Gesichtspunkte der Anwendungen 
eine vorläufig abgeschlossene Theorie derselben zu Stande gebracht. Meine 
vereinzelt erschienenen Publicationen*) sind aber nicht geeignet, ein klares 
und zusammenhängendes Bild des Ganzen zu liefern, und davon abgesehen, 
ist ihre Zugänglichkeit auch beschränkt. Darum nehme ich mir die Freiheit, 
hier eine systematische Darstellung, nebst einigen Ergänzungen, dieser 
Arbeiten vorzulegen. Ich habe die Absicht, in einer späteren Abhandlung 
die Verallgemeinerung der Anwendungen zu behandeln. 

Il. Definitionen. 

Eine homogene lineare ganze Function nenne ich kurz einfache 
Funetion. Ist © eine einfache Function der reellen Variablen «,, %,...,%,, 
so nenne ich die Gleichung 0 = 0 eine einfache Gleichung, und die Un- 


gleichung 90 oder -O=.0 eine einfache Ungleichung, jede eine ein- 

fache Relation zwischen den Variablen «. Die einfachen Ungleichungen 
werde ich immer in der Form 0 0 schreiben und betrachten. 

Sind 9, &,..., 0, %,... einfache Functionen der Variablen x, 

und wird der Werthbereich dieser Variablen durch die einfachen Relationen 
I, = 0 e&=0..., ce, 0: 


eingeschränkt, so nenne ich die Gesammtheit dieser Relationen ein einfaches 





, 


telationssystem. Werthsysteme #, welche diesem Relationssysteme genügen, 
nenne ich Lösungen desselben. 

Besteht für alle Lösungen eines einfachen Relationssystems die 
einfache Gleichung 0° = 0, so nenne ich dieselbe eine conseeutive Gleichung 
des Systems. Besteht für alle Lösungen eines einfachen Relationssystems 
die einfache Ungleichung 0 — 0, so nenne ich dieselbe eine consecutive 
Ungleichung des Systems. Ich nenne die Gleichung © = 0 und die Un- 
sleichung 0 0 eine eonsecutive Relation des Systems. Es ist klar, dass 
eine jede Relation, welche in einem einfachen Relationssysteme vorkommt, 


“) „Ueber die Anwendungen des mechanischen Prineips von Fourier“. Math. 
und Naturw. Berichte aus Ungarn XIl. 1895. 

„Die algebraischen Grundlagen der Anwendungen des Fourierschen Prineips in 
der Mechanik“. Ebenda XV. 1898. 

„Die algebraische Grundlage der Anwendungen des mechanischen Princips von 
Fourier“. Ebenda AVI. 1599. 

„Allgemeine Prineipien für die Mechanik des Aethers“. Archives Neerlandaises, 
Serie Il. T. IV. (Jubelband, H. A. Lorentz.) 
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eine consecutive Relation des Systems ist. Von einer jeden Relation, welche 
in einem einfachen Relationssysteme vorkommt, sage ich, dass dieselbe 
explicite in dem Systeme enthalten ist. Von den übrigen conseeutiven 
Relationen sage ich, dass dieselben implieite in dem Systeme ent- 
halten sind. 

Ist ein gegebenes Relationssystem so beschaffen, dass, sobald eine 
Relation aus demselben entnommen wird, durch das System der zurückge- 
bliebenen Relationen der Werthbereich der Variablen nicht mehr in solehem 
Maasse eingeschränkt wird, wie durch das ganze System, so sage ich 
von den gegebenen Relationen, dass dieselben unabhängig von einander 
sind; und ihr System, d. h. das ganze gegebene System nenne ich dann ein 
Stammsystem. 

II. Ueber die mögliche Anzahl der von einander unabhängigen einfachen Ungleichungen. 

Sobald die Anzahl der Variablen zwei übertrifft, ist die mögliche 
Anzahl der in einem Stammsystem explieite enthaltenen Ungleichungen unbe- 
grenzt. Es ist offenbar genügend, den Beweis für den Fall von drei 
Variablen zu führen. 

Diese drei Variablen x, y, 3 sollen die geradlinigen, reehtwinkligen 
Coordinaten eines Punktes bedeuten, welcher seinerseits nicht ausserhalb des 
Raumes einer gewöhnlichen Pyramide fallen soll, d. h. einer solchen, welche 
keine Hohlwinkel aufweist. Die Seiten der Pyramide erstrecken sich in 
die Unendlichkeit. In den Ungleichungen 


vze+ßyty3 0, 
(*) 0,0 + Pr Yy + 723 2 v, 





sollen die Coefficienten «, %, y die Richtungseosinus der nach dem Inneren 
der Pyramide gerichteten Normalen der Seitenflächen bedeuten, und die 
Spitze der Pyramide soll sich im Anfangspunkte des Coordinatensystems 
befinden. Durch das System (*) wird in diesem Falle die Verfügung über 
den Ort des Punktes x, y, 3 ausgedrückt. Wie viel Seiten auch die Pyra- 
mide habe, also aus wie vielen Ungleichungen auch das System (*) bestehe, 
eine jede Ungleichung ist unabhängig von dem Systeme der anderen, weil, 
sobald eine Ungleichung beseitigt wird, hiermit auch eine Seitenfläche der 
Pyramide beseitigt wird, und der Rauminhalt derselben vermehrt sich dadurch 
um denjenigen einer dreiseitigen Pyramide, folglich gewinnt der Ort des 
1* 
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Punktes an Freiheit, und der Bereich der Auflösungen des Systems ver- 
grössert sich. 

Nur wenn die Anzahl der Variablen nicht zwei übertrifft, ist der Umfang 
der Stammsysteme beschränkt. In dem Falle von zwei Variablen kann ein 
Stammsystem höchstens vier Ungleichungen explieite enthalten, und enthält es 
deren vier, so kann es immer auf zwei Gleichungen redueirt werden; ent- 
hält es drei Ungleichungen, so kann es immer auf eine Gleichung und auf 
eine Ungleichung zurückgeführt werden. Man überzeugt sich davon leicht 
durch eine geometrische Anschauung, indem man die zwei Variablen als 
Uoordinaten eines Punktes in einer Ebene betrachtet und die Coefficienten 
paarweise als Richtungscosinus von Strahlen auffasst, deren Mittelpunkt sich 
in dem Anfangspunkte der Coordinaten befindet. 


III. Ueber die Superposition von Lösungen. 
l. Es sei 
4! ' ' 
A, + Au +: + Au =(, 
Ay + Ay ++ A,u = 0, 


(1.) A), U, + A, U; + en + An u. = 0, 
Aut + Az +: + An = v, 
A;, u, + A» U; + Yo + A;.U, B 0, 





unser System von einfachen Relationen. Genügen diesem Systeme die Werthe 
yon, Seh, .. Ka; 


u, ee 6, weh 


n 


( 


u, 


so genügen demselben auch die Werthe 


u=a+b, +: 
=%+b+::-, 
„=a,+b,+:; 
denn aus 
A,a, + Ana; +: + Aa, = 
Aubi + Arb, ++ Ab, = 


| 
— 


MEERE BE U171E VERREROENE VEN SRERENEN GAR 20.8.7, PEREBREn 
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Au, + Ana, ++ Au, 0, 
Audi + Aeb ++ And 0, 


folgt offenbar 
! 
A, (a, -} b, 4 u .)4 A; .(@; - + b, 
Aula +bi +: )+ Aula; : b,»+)+ + Ana tb,+)<d. 
2. Es mögen p,, P:,-.. einfache Functionen der Variablen « 
bedeuten und diese Variablen ausser dem Systeme (l.), noch dem 


in \n 


4- +) + u t A (a + b, | ...) - vv, 
7 


Systeme 
(2.) Pı > Ö, ee | Fern 


unterworfen sein; wenn nun keine Function p in dem vereinigten Systeme (1.) 
und (2.) in der Weise beschränkt vorkommt, dass dieselbe nur den Werth 
Null annehmen kann, so können alle Functionen p gleichzeitig grösser als Null 
sein. Denn gesetzt, man hätte für „=a, w=@,...: pr >(, für u, = b,, 
= b2,...:: pp >O, u 8 w., so bekäme man für „= a,+b,+:-- 
. =%+b+:'-., u.8sWw: mr >0, p >VU\, 
IV. Grundsatz der einfachen Ungleichungen. 
Es sei 
4, + A: +: +A,m. 09, ZU, 


(1.) A, + A» ++ A, eg), 0, 





das gegebene System von Ungleichungen, und in jeder Lösung desselben 
möge 

(2.) Au +A +. +Au,=I zZ 0 
bestehen. 

Es giebt immer solche nicht-negativen, von den Variablen u unabhängigen 
Multiplicatoren 4, dass 

(3.) = 409, +2,09, + 
ist. 

beweis. 

Der in (2.) befindliche Coefficient A, sei von 0 verschieden. Be- 
rechnen wir aus (2.) die Variable «,, als Function der übrigen « und 
und substituiren wir sie dann überall in (1.) durch diese Function. Wenn 
dies geschehen, dividiren wir die einzelnen Ungleichungen mit dem abso- 
luten Werthe des Coeffieienten des in ihnen befindlichen 9 (insofern derselbe 
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—o. 


von 0 verschieden ist). Das Resultat des Vorganges se 








| 9+12=9, zZ, ’+p =09,Z0,... 
(1‘.) =9 0, au. :. 
-9+1=9, 20, -9)+,.=09, ZI,... 


WO Pıs Pays, Pi, Pa, ... einfache Funetionen der Variablen «,, w.,..., %,-ı 
bedeuten. 
Nach der Voraussetzung ist 
(2'.) 3 >20 


eine conseeutive Ungleichung des Systems (1'.). 

In der ersten Zeile von (1’.) ist nothwendiger Weise wenigstens 
eine Ungleichung, denn wenn die erste Zeile nicht bestände, so könnte 
3 <( sein. 

Jetzt schreibe ich anstatt des Systems (1’.) ein anderes auf, welches 
sich von diesem darin unterscheidet, dass es anstatt der dritten Zeile solche 
Ungleichungen enthält, welche aus (1’.) durch Eliminationen der Grösse 4 
entstehen 
”+p = 60, >0, 94 = 6, u RR 

= 6, = nn 60, DR 
(1"\ p+=9,+%, 29 mt =9, +09, Z%: 
nt = +08 





| 


Auch in jeder Lösung dieses Systems ist 
(2",) 3 >. 

Setzen wir nämlich voraus, dass hier $<-0 sein kann. Dann folgt 
aus der ersten Zeile, dass jedes p > 0. Ist p, das kleinste p, so kann 
darin $ noch den Werth —p, haben. So aber wird nach der dritten Zeile 
von (1”.) auch die dritte Zeile von (1'.) erfüllt sein, also auch das ganze 
System (1) Nun kann dies aber nach der Voraussetzung nur für nicht- 
negative Werthe von 9 befriedigt werden: also kann auch bei jeder Lösung 
von (1”.) nur F>0 sein. 

Nach dieser Begründung beschränken wir uns vor der Hand auf 
jene speciellen Lösungen von (1”.), in welchen kein p negativ ist, in 
welchen also 
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| pı >, p >d,.:. 
>60 Bn>U,.:. 
+4 >0 +4 _>0,... 
(1..) Pı 7 9ı = : ATS 
P+ZV) PEN. 





Jedenfalls existirt eine solche Lösung von (1”.), welche (1,.) befriedigt 
(nämlich wenigstens dadurch, dass alle p, g, r verschwinden). 
In (1,.) ist wenigstens ein gewisses p stets = 0: widrigenfalls könnten 
a € inmal — 0 sein (III. 2.), und dann könnte 9 in (1”.) negative 
lle p auf einmal > 0 sein (III. 2.), und dann könnte 9 | | 
Werthe annehmen. 
Es sei nun in jeder Lösung von (1,.) p,=0, also in allen 
(IN Ba 
(2.-) =-Pı ZV, 
und setzen wir voraus, dass im Falle von »— 1 Variablen der zu beweisende 
Satz besteht. Dann besteht er in Bezug auf (1..) und (2,.), denn in diesen 
kommen nur die Variablen «,,%,,...._, vor. Es existiren daher solche 
nicht-negativen Multiplieatoren P, Q, R, dass 


> Fa P,pı + P:.p.+---+Rır, + R,r. 
+ Qı: (pP: +7 q1 -- 0, (p: + g:, sc 
(31-) 9 Q.,(p: 14 g,) 22 O.(p: au g: zu 





Mit Hülfe dieser Identität kann man aber im Falle von » Variablen 
auch schliessen auf die Richtigkeit des Grundsatzes, das heisst. man kann 
schliessen auf (3.). Aus (1”.) lässt sich nämlich mit Rücksichtnahme auf 
(3,.) nach leicht erkennbaren Operationen schliessen, dass 

(1+P))@, + P,9,+---+R,0,+R,0,+--- 
BT DNS £ ı 9 \ 
u: Pı1(9,+9,, + Qı: (7 » G, 8 
r G ' u." 8 ] f: ı =: m 
+ 0.(0, + on 0,; G, eo] G,, ns 
ae 
V. Grundsatz der einfachen Relationen 


Hat man das System von einfachen Relationen 
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' ' ' En / 
A,,u + A,%; -}- RT 2. A,„u, —— GO, — 0, 
A,u + Au +: + EN =$9,=|(, 






















(1.) Au 4+ Aam ++ Au =0=0, 
A, + A» ++ Au = OS >VO$, 
Ay% + Aa ++ A, = 0, > 0, 














und besteht in allen Lösungen dieses Systems die Ungleichung 
(2.) Au+An+.+Au = >$, 
so giebt es immer solche Multiplicatoren A und solche nicht-negativen Multipli- 
caloren 4, dass 
(3.) o == 4,9, +9; + +40, +4 4,9, +69, +: 

Um dies einzusehen, haben wir nur die Gleichungen durch zwei 
entgegengesetzte Ungleichungen (0 — 0, —0, = 0) auszudrücken und 
dann den Grundsatz (IV.) anzuwenden. 

In ausführlicher Entwicklung haben wir 
A, un h, A, + k, A;, Te nr 4, Au an k, A, + hy A,, %; 

A, = MH An + Aa +: + An + A An + A Ad + 
(4.) er De Ed EN; aueh 
A,= 4 Aut Ant hAut Ant hAuto 

WO ei) 
Ist 3 = 0 eine conseculive Gleichung des Systems (1.), so ist $ — 0 und 
—# —V eine conseculive Ungleichung desselben, es giebt also Multipliontoren 
ie nicht-negative Multipticatoren 4, mit welchen die Identität (3.) besteht, 
und zugleich giebt es Multiplicatoren w und nicht-positive Multiplicatoren — u, 
welche an Stelle der Multiplicatoren 4 und 4 die Identität (3.) erfüllen ... 

Lässt man in (3.) die Multiplieatoren 4 und die nicht-negativen ä 
Multiplieatoren A unbestimmt, so repräsentirt die Ungleichung 9 — 0 offenbar 
alle möglichen eonsecutiven Ungleichungen des Systems (1.), und die Ge- 
sammtheit der Ungleichungen 9 — 0 vereinigt in sich alle einfachen 
Ielationen, welche in (1.) explieite oder implieite enthalten sind: die 
Gleichungen (4.) mit unbestimmten Multiplicatoren 4 und mit unbestimmten nicht- 
negativen Multiplicaloren 4 genommen, liefern die Coefficienien A,, A;,... 
aller möglichen in (1.) explieite oder implieite enthaltenen einfachen Relationen. 
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VI. Parametrische Auflösung einfacher Relationssysteme. 


Ich beabsichtige jetzt die Variablen u in der Weise als einfache 
Functionen theilweise beliebiger nicht-negativer, theilweise ganz beliebiger neuer 
Variablen zu bestimmen, dass durch diese Bestimmung alle unter (V.1.) 
(explieite und implieite) enthaltenen Relationen, und nur diese, identisch erfüllt 
sein sollen. 


1. Zu diesem Ende schreiben wir die Gleichungen noch einmal auf 
und fügen möglichst viele derartige Ungleichungen hinzu, in denen die linken 
Seiten von einander und von den linken Seiten der Gleichungen unabhängig 
sind, so dass keine dieser linken Seiten als einfache Function der übrigen 
ausdrückbar ist. Nehmen wir an, dass die k ersten auf einander folgenden 
Ungleichungen diese Eigenschaft haben. Durch Einführung neuer Variablen 
$1, 83, +..,8, kann der gemeinte Theil des Systems (V. 1.) in folgender 
Weise geschrieben werden: 

5.) |4=9, 0, = .. 9,=0, 0,= 8, je 0,= 85, 
| N. 


Wr FRE ° 


V 
\ 


Die Anzahl sämmtlicher von einander unabhängigen linken Seiten 
kann höchstens z sein, d. h. gleich der Anzahl der Variablen. Berechnen 
wir jetzt ebenso viele Variablen a als einfache Functionen der übrigen und 
der s nicht-negativen Grössen, wie die Anzahl der von einander unabhängigen 
linken Seiten beträgt. Die Resultate der Rechnung geben ersichtlicher 
Weise solche Ausdrücke für die berechneten Variablen #, durch welche der 
Theil (5.) des Systems und, nur dieses, und die conseeutiven Relationen 
desselben identisch erfüllbar sind, insofern man die übrigen Variablen « als 
ganz beliebig, die Variablen s aber als beliebige, nicht negative betrachtet. 
Diese übrigen Variablen v und die s sind die Parameter der für den System- 
theil (5.) benutzten parametrischen Ausdrücke. 


2. Jetzt harren nur noch der Erledigung die vom Systeme (V. 1.) 
zurückgebliebenen Ungleichungen. Da die linken Seiten dieser Ungleichungen 
von den linken Seiten der übrigen Relationen in (V. 1.) nieht unabhängig, 
sondern ihre einfachen Fiunetionen sind, so sind sie einfache Funetionen der 
Grössen $. 

Die zurückgebliebenen und der Erledigung harrenden Relationen 
können daher wie folgt geschrieben werden: 
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/ 





| Cus + Ce t+ + d, 
281 + 0,8; Panit O8; 2a 0, 
ZI 80... 0, 





und jetzt sind noch die Grössen s als einfache Functionen neuer Variablen 


in der Weise zu bestimmen, dass dadurch die Ungleiehungen (6.), und nur 


diese, und ihre CGonseeutiven identisch erfüllt sind. 

Um unsere Erörterung zu vereinfachen, wollen wir zuerst nur die 
erste Ungleichung betrachten, d. h. wir wollen die Grössen s als neue ein- 
fache Funetionen in der Weise ausdrücken, dass 

. | Cs + 024°. + CZ 0, 

2 en Er A ar 
und dass andere einfache Relationen als diese und ihre Consecutiven nicht 
erfüllbar sein sollen. 

3. Wären die Coeffieienten C,,, Cs, ..., C;; alle nicht negativ, so 
hätten wir mit (7.) nichts zu thun, denn dann wären sie durch beliebige, 
nicht-negative Grössen s befriedigt, — und wir könnten uns mit Hinweg- 
lassıng der ersten Ungleichung in (6.) zur zweiten wenden. Aber setzen 
wir voraus, dass unter den Coefffeienten C,,, Ci, ..., C,, negative vor- 
handen sind. 

Wenn in diesem Falle nur einer von ihnen positiv ist, dann können 
wir auf leichte Weise zum Ziele gelangen. Es sei nämlich nur C,, positiv. 
Bedeuten in diesem Falle die Grössen 8, 85, ...,s; und die neue Grösse r 
beliebige nicht-negative, und bestimmt man dann s, in der Weise, dass 

Csh=r—0,— 035 —:— Cs 
dann sind wir schon am Ziele, denn dann ist, wie ersichtlich, (7.) erfüllt 
und weder mehr noch weniger, als das System (7.) enthält. 

t. Die Sache ist aber nicht so leicht, wenn unter den Üoefficienten 
Cs Os, »-., C,, mehr als einer positiv ist. Es seien 

aß DER Re 
die positiven 
a / FR Gl... GC, =-0 
die negativen; die übrigen seien =0. Schreiben wir noch um die Be- 
zeichnungen zu vereinbaren 





NND ee Te 





Be = 
Bl in le RI EE 
Sn 2. a DE ao r Te 
A EEE 
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,=p, BB —_h,..% 
re, 
wodurch das System (7.) die Form 
| P,p + P:p + +P,p. - 9 nm - 9: —-'- 9,4.) 
(7) | WER EFT RER 


qı = v, 1: — v, Re u = V 


S, — P; ri 


$,; =, ..* Syyu — Guy 


annimmt. 
Ich behaupte: Wenn jede Grösse r in 
P, pı =|ht + rırt ar: fa 


(8..) P.p=ntratrat tr 





P,p,=r,trutr.+t'. +r, 





O,ıq = Tut ra 4 Fr, 
(8,.) d.q: = (atfar re, 
Q, Au m; Tu Tr er + DerE + N yu 


beliebig nicht-negativ ist, dann haben wir in der Weise neue Parameter (r 
eingeführt, dass (7.) also zugleich die Ungleichungen in (7.) erfüllt sind, und 
andere Relationen als diese und solche, welche ihre Üonsecutiven sind, nicht 
befriedigt werden können. 

| Beweis. Kinleuchtend ist, dass vermöge (8,.) und (8,.) durch die 
nicht-negativen Variablen r (7’.) identisch befriedigt wird. Durch Substitution 
in der ersten Ungleichung in (7’.) entsteht nämlich 


a F 
was mit Rücksicht darauf, dass kein r negativ ist, eine Identität bildet. Die 
übrigen Ungleichungen in (7.) werden aber, da jede Grösse P und Q positiv, 
und dadurch dass kein r negativ ist, ersichtlicher 


wegen (8,.) und (8..) 


Weise ebenfalls identisch befriedigt. Es bleibt uns noch übrig jenen 


schwierigeren Theil des Beweises zu liefern, dass (8,.) und (8..) andere ein- 
fache Relationen, wie (7'.) und solche, welche daraus folgen, identisch nicht 


befriedigt, d. h. durch beliebige nicht-negative Grössen r. 


Um dies zu beweisen, wollen wir vor allem anderen sehen. was für 
kelationen man als aus (7'.) folgende einfache Relationen betrachten kann. 
Ist eine solche Relation die folgende Ungleichung: 
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L,p: + L,p: 2 a L,p, +M, gı+ N, gq:; nn 2 Mg, > v, 
dann muss sie durch alle p und q Grössen erfüllt werden, welche (7'.) be- 
friedigen. Wird sie aber von allen diesen p und g erfüllt, dann muss es 
solche nicht-negativen Multiplicatoren o, zn und x geben, dass 
L=n,.+0oPf, b=emn+seP,.,.:, Le=n,+eP,, 
M=xı-00, M.=pn-00:,...,, M=Xu- 00, 
Eine aus (7.) folgende Ungleichung kann daher nur die Form 
| (a, + oP,) pı + (N; 7 oP;) p: x Adi 5 (n, + oP,)Pp, r 
| (Zı er 0(Q,) Yı + (X: 7; 0Q;) q: +...+ (u Du 00.) 4. > 0 
haben, wo o > 0, und ebenso 


n, 0 re WER we ! 


en. '» — — 


(9.) 





3 en FR 

Durch zweckmässige Wahl der nicht-negativen Multiplicatoren o, rı, x 

ist jede conseeutive Ungleichung in (9.) enthalten, so dass (9.) alle jene 

einfachen Ungleichungen enthält, welche in (7'.) implieite oder explieite 
enthalten sind. 

Es ist zu zeigen, dass wir in Folge dessen, dass die Grössen r 

beliebig nicht-negativ sind, aus den Grössen p und g nur solche einfachen 


Relationen construiren können, welche man auf die Form (9.) bringen kann. 
y und w sollen vor der Hand ganz beliebige Grössen bedeuten, mit 
welchen wir, als mit Multiplieatoren, die Ausdrücke (8,.) und (8..) in Ver- 
bindung bringen 
p9Pıpı +pPp+'+9,P,p, + 
ıv, Q, qı + w, 0; Q: + a r Du 0.4. u 
= gr, + (pr, ++ fp,Tr,, 
+ tYv)rut+pı tY)re ++ (pı + W.) Tıuy 
(10.) + (Pr + Y,) rt (; + y,) fa2+t'+ (p; + Y,) Pau 
+ (p, + w,) r,ı + (p, + w,) T 2 + Br + (p, + v,.) T,u: 
Damit dies in Bezug auf die Grössen p und g eine einfache Relation 


bedeutet, ist nothwendig und hinreichend, dass die Multiplicatoren g und y 


derartig seien, dass für alle nicht-negativen Werthe von r die rechte Seite 
—0 werde, 














er u he 
RETTET a 
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Diese rechte Seite wird aber für alle nicht-negativen r nur dann 
>0, wenn 





| 10, Rz... Y—d, 

pr W, D 0, pı + WW _ v, 0 + Yu v, 

(11.) etz) PptrrZ),.., AtryrzZ0, 
Pr E; Y Be 0, Pr :y p: = 0, ... 9 H Yu 0; 


also wird nur unter dieser Bedingung aus (8,.) und (8..) die homogene 
ganze lineare Ungleichung 


| p9Pıp + eP:.p +: +9,P,p, + 

WO +9 ++ WO, > 0 

folgen. Sobald aber (11.) besteht, kann schon die Ungleichung (11) auf 
die Form (9.) gebracht werden, d. h. die nicht-negativen Grössen 0, 7, % 
können so bestimmt werden, dass 


(11'.) 


p9,P,=m,+oP, 9P,=n,+0P.,,..., 9,P,=n,+0oP,, 

wQ, = X -0Q,, 0, = X - 00:,.:-; vQ,=Xu- 00; 
denn mit Rücksicht darauf, dass jedes P und Q positiv ist, bilden gerade 
die Beziehungen (11.) die Bedingung der Möglichkeit dieser Gleichungen, 
In der That, ist jedes w nicht-negativ, dann wird, wenn o= (0 gesetzt, 
jedes x und in Folge der ersten Zeile von (11.) auch jedes rn nicht-negativ. 
Giebt es negative Werthe von w, so sei w, ein solcher, u. z. soll es keinen 
grösseren absoluten Werth unter den negativen w geben. Setzt man 
o=— w,, dann ist ersichtlich, dass jedes % nicht-negativ ist; ferner folgt 
aus der ersten Zeile (11’.) für diesen Werth von o: 


n,= (p, + v,)P,, I, = (; + w,) Rs; 
u. s. w., also folgt aus der ersten Colonne in (11.), dass auch jedes z nicht- 
negativ ist. 

5. Nachdem wir schon die erste Ungleichung in (6.) mit Hülfe der 
nicht-negativen Parameter r in (8..), (8..) ausgedrückt haben, führen wir 
diese Ausdrücke sowohl in (5.), wie in die übrigen Ungleichungen von (6.) 
statt der Grössen s ein. Nachdem dies geschehen, haben wir jetzt anstatt 
(6.) ein ähnliches System, nur bezieht es sich jetzt anstatt auf die alten 
nicht-negativen Parameter s, auf die neuen nicht-negativen Parameter r, 
und enthält um eins weniger aus (1.) entnommene Ungleichungen. Auf 
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dieses System lässt sich dasselbe Verfahren anwenden u. s. f., bis alle Un- 
gleichungen aus (1.) aufgebraucht sind. 

Sind auf diese Weise die aus (5.) berechneten Variablen u als einfache 
Functionen der übrigen Variablen u und einer gewissen Anzahl nicht-negativer 
Parameter bestimmt, so sind dieselben in der Weise bestimmt, dass sämmtliche 
Itelationen (1.), und nur diese, und ihre Consecutiven identisch erfüllt sind. 


VII. Ueber die Beziehungen der Coefficienten. 

l. Setzen wir voraus, dass wir das System (V. 1.) parametrisch auf- 
gelöst haben, und bezeichnen wir in dieser Auflösung mit ®,, ®,,... die 
sanz willkürlichen mit «w,, %,, ..., die willkürlichen, nicht-negativen 
Parameter, so dass die parametrische Auflösung in folgenden Ausdrücken 
besteht: 

a, = Pudı + Pride t+ + Yıwı + Yoama + *, 

1.) | %, = Padı + Pr ++ Yıwı FY2aW +‘, 
wo natürlich die Coefficienten % und y durch die Coefficienten des Systems 
(V. 1.) bestimmt sind. 

Ist nun 

(2.) Aı+A%+:::-+ A,u, > 0 
eine consecutive Relation des Systems (V. 1.), so haben wir für alle denk- 
baren Werthe », und für alle denkbaren nicht-negativen Werthe w: 

(A,pı r A;Paı a N, -)v, F (A, Piz % A, ) ot 


+ (A,yı + Aya + )wı+ (Ayı + AYat+ wm + >0. 
Daraus folgt 
PA: + Paı A: ne 5 PA, =Q, 
PrAı + PaA: + + Pa Au = 0, 
Yundıt Yadt + m m>0, 
yaAıtY2A2 +: - F YA. 0, 





Man überzeugt sich davon, indem man alle Parameter, einen ausge- 
nommen, gleich Null setzt. 

Das Bestehen dieses Systems (3.) ist offenbar die nothwendige und auch 
hinreichende Bedingung dafür, dass die Relation (2.) eine consecutive Ungleichung 


ee 





























Am 
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3 des Systems (V.1.) darstellt. Dass es auch hinreichende Bedingung ist, 
erhellt, wenn die Relationen (3.) der Reihe nach mit den ganz willkürlichen 
Parametern v, beziehungsweise mit den willkürlichen nicht-negativen Para- 





metern ©» multiplieirt und dann addirt werden, und dem zu Folge eine Sub- 
stitution nach (1.) vorgenommen wird. 

Die Relationen (3.) sind eben aequivalent mit den multiplicatorischen 
Ausdrücken (V. 4.), deren System als parametrische Auflösung des Systems (3.). 
— mit den Multiplicatoren als Parametern — erscheint. Sobald eine Un- 
gleichung eine eonsecutive Relation des Systems (V. 1.) bildet, befolgen die 
Coefficienten derselben die bestimmten Gleichungen und Ungleiehungen (3.) 
und umgekehrt. 

2. Wenn man in den parametrischen Ausdrücken (1.) alle nicht 
negativen Parameter (w») gleich Null setzt, so gelangt man in (3.) lediglich 
zu den bestimmten Gleichungen. 

Indem man aber alle » gleich Null setzt, setzt man zugleich alle s 
in (VI.5) gleich Null, weil, wie leicht ersichtlich, die Parameter s einfache 
Funetionen der Parameter ® sind. Da nun alle linken Seiten in (V. 1.) 
einfache Funetionen der linken Seiten in (VI. 5.) sind, so kann man die 
bestimmten Gleichungen in (3.) auch dadurch erhalten, dass man alle linken 
Seiten in (V. 1.) gleich Null setzt, und dann die Ungleichung (2.) als 
eonseeutive Relation des hiermit fingirten Gleichungssystems behandelt. Das 
entgegengesetzte von (2.) ist aber auch eine eonseeutive Ungleichung des 
fingirten Systems, weil alle Lösungen dieses Systems mit veränderten Vor- 
zeichen auch Lösungen desselben vorstellen. 

Verändert man also das System (V. 1.) in der Weise, dass man anstatt 
aller Ungleichungen Gleichungen schreibt, so kann man auch alle consecutiven 
Ungleichungen auf ähnliche Weise verändern, und von den fingirten Relationen 
ausgehend, gelangt man immer zu denselben bestimmten Gleichungen für die 
beziehungen der Coefficienten, welche aus den wirklichen Relationen folgen. 
Man bekommt aber nicht die Ungleichungen, welche in (3.) zwischen den 
Coefficienten weitere Beziehungen vorstellen. 


VIll. Zusammensetzung verschiedener einschränkender Systeme. 
Nehmen wir an, dass die Ungleichung 
(9.) Au +4 + +An,=9 0 


so beschaffen ist, dass dieselbe für alle Lösungen des Systems 
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' ' ' ) 

Au + A» ++ An = =(, 
N ! ! BR TER 

A,;, u, u A: U; - la 4- A;, U, pen 


(0, 6.) A, u, + An; + . + AU, = i rn 0, 
Aa + Au + + Au, = 6, En 0 
Aya + Ay ++ Au = 0, >, 





bestehen soll. Dann müssen die Coeffieienten A,, A;,... das System (VII. 5) 
befriedigen. 

Ist aber vorgeschrieben, dass die Ungleichung (3) bloss für dasjenige 
Werthgebiet der Variablen u bestehen soll, welches ausser der Einschränkung 
(0,0) noch einer anderen unterworfen ist, dann kommt den Coefficienten 
A,, A;,... im allgemeinen eine grössere Freiheit zu. 

Unterwirft man z. B. die Variablen «a ausser dem Systeme (8, 0”) noch 
dem folgenden: 

B,uw+B:%+-  +B,w=s0 =(, 
B;, a, + B»w +: +B, u, z0, = 0 


= 


l 


I 


m — ! N Fu 
(@, ” .) 3.1 + BD.» u: + A B,,. u, = @, rx 0, 
B,, u, -} B.: U, + na + B, „u, — w, >> 0 
B, u+ B2w+ + B,„u = @®, N, 





so dürfen die Coeffieienten A,, A,,... alle die Werthe annehmen, welche 
bei unbestimmten nicht-negativen Multiplicatoren 4, «, und bei vollends un- 
bestimmten Multiplieatoren 4, «', durch die Ausdrücke 


A, - Ak, F A;,k, 2 un Bu, + B;, u; ns + 
+ A,ık, 7 Azıl, u eh 2 Bu + B;, u; ee , 
A,= Aukı + Aut + Bu, + Bau, + + 


+ Andı + Aula + Bu, + Bu; u 


gegeben sind. Sind aber die Variablen « nur dem Systeme (6, 0") unterge- 
ordnet, so sind diese Ausdrücke nur für «=0, u=V0 gültig. 

Es ist jedoch möglich, dass durch eine neue Einschränkung des 
Werthgebietes u die Freiheit der Coefficienten A,, A,,... gar nicht er- 
weilert wird. 





RE REN EEE ER ya re en 
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Betrachten wir nämlich die parametrischen Auflösungen des Systems 
' 
(0, 6) 


M) k | | 
u, = Pd + PP: 4 tr Yıı + YeWar 


u, = PP, + PP: +++ YW; + Y2Wwı 4°’, 


Nee TE Te 


Bir" /) 

woraus die Relationen (VII. 3.) für die Coeffieienten A,, A;,... folgen. Ver- 
engert man nun z. B. auf solche Art das Werthgebiet «, dass man für die 
Parameter o die drei Werthe —s,0,e und für die Parameter w die zwei 
Werthe 0, e vorschreibt, wo e irgend eine gegebene positive Grösse bedentet, 
so folgen noch immer die Relationen (VII. 3.). Man überzeugt sich davon 
leicht, indem man eine der Variablen »o einmal gleieh —e, einmal gleich e, 
und alle übrigen Parameter oe und » gleich Null setzt, dann eine der 
Variablen w gleich e und alle übrigen Parameter oe und »w gleich Null setzt. 

Ein wichtiger Fall dieser Art ist der, in welchem den absoluten Werthen 
der Variablen # eine obere Grenze zugewiesen ist. Wie Älein auch diese 
obere Grenze sein mag, die ÜCoefficienten A,, A,, u. s. w. müssen die Rela- 
tionen (VII. 3.) befriedigen. Nach dem vorhergehenden Beispiele ist «dies 
leicht einzusehen, 


IX. Infinitesimale Systeme. 
1. Die unbestimmten Veränderlichen &,n,... sollen in dem Raume T 
überall differentiirbare Funetionen des Ortes (z,y, 3) sein, überall im Inneren 
dieses Raumes der Ungleichung 


(1 e o£ oE f dE a 

\ .) A,S rAz,tAz, T A; oz re B,n +‘ —VQ 

genügen, und auf der Oberfläche S dieses Kaumes die Ungleichung 
(2.) L5+Mn+--->0 


befriedigen. Durch alle Lösungen dieser Ungleichungen soll die Integral- 
Ungleichung 
3.) as + 5, + 5° + Yn+---)Dr>>0 
erfüllt werden. Dabei bedeuten die Coeffiecienten A,, Bu, .-., Xu, Yur- - 
stetige Funetionen, die Coeffieienten A,, As, As, Bi, ..., X, X, X, Yı, :». 
differentiirbare Functionen des Ortes im Raume T, und die Üoefficienten 
L, M,... stetige Functionen auf der Oberfläche S dieses Raumes. — Das 
Integral ist wohl bestimmt, weil Funetionen des Ortes, welche in einem 
Raume überall differentiirbar sind, nothwendig die Eigenschaft besitzen, dass 
Journal für Mathematik Bd. CXXIV. Heft 1. 3 
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ihre nach den Coordinaten genommenen partiellen Derivirten in dem be- 
treffenden haume stetig sind. 

2. Diese Voraussetzung kann durch die folgende ersetzt werden. 

T'heilen wir das Innere des: Raumes T bis zur Grenze S in sehr 
kleine congruente Prismen durch Ebenen, welche parallel zu den Coordi- 
naten-Ebenen gelegt werden. Die Kanten dieser Prismen sollen die Längen 
Dx, Dy, Dz haben, je nachdem dieselben der x- oder y- oder z-Achse 
parallel sind. Die vorkommenden Functionen des Ortes sollen sich im 
Inneren des Raumes T auf die Centren (x, y, 3) der Prismen beziehen, und 
folgende Bezeichnungen sollen benutzt werden: 

s,y2)=5, St@t+Da,y2)=5, $(@,y+Dy,2) = Su, 
S(2,y,3+Dz) = Su, u. 8. W. 

Die Oberfläche S des Raumes T wird von den Ebenen in sehr 
kleine "Theile Do getheilt. Bei diesen Theilen Do werden die Funetionen 
des Ortes auf je ein nächstes Prismen-Centrum bezogen. 

Nun sollen die Längen Dx, Dy, Dz so klein gewählt werden können, 
dass sobald dieselben noch kleiner sind, in den Uentren der Prismen zwischen 
den Variablen &,7,... und den neuen Unbestimmten «,..., welche nur 
mit endlichen Werthen in Betracht kommen sollen, mit Fehlern, die unter- 
halb einer willkürlich gegebenen Grenze bleiben, folgende Relationen 
bestehen: 


c 
ii 9 


c [= - c In 
ji f > “1 > 3 1 f DE 8 '; ! r,. 
(4.) AS + A, Dr N A; Dy u A; . ag N B,y = ..». Br 0, 


u 
J) 





my 17 Th Ta ı 1 DR 
Dz /, Br u 
& =) Be 
Dx Il Eu Dx ei Be 
u. 8. W., 


wo die Üoefficienten a,, a,,u.s.w. mit Dx, die Coefficienten @;, a,, u. 8. W. 
mit Dy, die Üoefficienten a;, a,, u.s. w. mit Dz nach Null convergiren, 
— an der Oberfläche S aber in den nächsten Centren 

(6) LE+ Mn+- > 0, 
und für sämmtliche Lösungen dieser Relationen 





{ 
u 
x 
® 
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In 


(7.) Z(X$+ Ä, — + ...) Dr >0, (Dr=DzrDyDz 
X 


ist. Die Coefficienten A, B,..., L,M,...,: 
gezählten Eigenschaften besitzen. 

3. Es muss Multiplicatoren geben für die Gleichungen (5.) und nicht- 
negative Multiplicatoren für die Ungleiehungen (4.) und (6.), so dass diese 
Relationen mit jenen Multiplicatoren versehen und addirt die Ungleichung 
(7.) identisch ergeben. Da aber in der Relation (7.) die Unbestimmten «,,..- 


„... sollen dabei die in (1.) auf- 


nicht vorkommen, fällt der von (5.) herstammende Theil gänzlich aus der 
Identität heraus. Bezeichnen wir daher mit „Dr die nicht-negativen 
Multiplicatoren von (4.) und mit oDo diejenigen von (6.), so haben wir 


. ce | &—E u .: Bf ee; 1 - - 

= (Av: +4, us 4+- .-)gDa +2 (LS+.)oDo = 
Bis 2 87°,...)D 
T\‘ ()> j | Dx I J 5; 


Giebt es noch andere einschränkende Relationen von der Form (1. 
und (2.), so haben wir 


(Er »p+ "m -ZAy +) Dr-+ a E23Lo un Da 


1 


(8.) 


s(XE+ X ® Ares. Di 
| TV - I <a Dr i } . 


Bei unendlicher Verkleinerung der Längen Dx, Dy, Dz verwandeln 





sich die Differenzen-Quotienten laut (5.) in partielle Derivirte, welche 
sich als im Raume T überall stetige Functionen des Ortes ergeben. Die 
rechte Seite der Identität (8.) geht in ein wohl bestimmtes Raum-Integral 
über, welches durch partielle Quadraturen als die Summe eines Raum- und 
eines Oberflächen-Integrals dargestellt werden kann, wo dann Derivirte der 
Variablen &,n,... nicht mehr vorkommen. Der linken Seite der Identität 
(8.) muss nothwendig dieselbe Beschaffenheit zukommen. Wir haben also 
nach Ausführung der partiellen Quadraturen 


SÜEA0- 220-2 a0 2,240) 


c O1 oO 
T Yy 


Hr. ]D: + 


Un 


di 


u 


/ (ZLo-e 2A y-PZAYp—-7ZAyp)5s+-)Do 


“ 


ee ie 


oy O3 


“/ 
r 


T 





| SIae+Xß+ Kys+--]Do, 
3* 
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wo 0, P,y die Richtungs-Cosinus der nach dem Inneren des Raumes T ge- 
richteten Normalen bezeichnen. 

Daraus folgt, dass es nicht-negatiee Multiplicatoren y und g giebt, für 
welche im Inneren des Raumes T 


A oX, 0X, er Di OÖ © 
Au- = - a - = ZAPp—- —— ZA —- —- ZAyp— — 249, 
COX oy 0% CL [@) U y 02% f 
10.) oY oY oY 16) © a 
= 9 Re hr 73 se = By —- ;. ZB p - 5. ZBp — 5, Zb;y, 
IX © I% tz oy oO 





und auf der Oberfläche S dieses Raumes 
Aa+X,P+Xy=—- 2lo+a3Ay+PFZAY+YZAY, 
(11.) | Ye+YP+Yy=—2Mo+aeErby+PzEBy+yZBß;y, 


4. Da hier nach der Voraussetzung die gegebenen einschränkenden 
Itelationen aus lauter Ungleichungen bestanden, bedeuten alle Multiplicatoren 
(p und o nicht-negative Grössen. Wenn auch Gleichungen, oder bloss Gleichungen 
unter den gegebenen einschränkenden Relationen vorkommen, so erleiden die 
ausgeführten Betrachtungen nur insofern eine Abänderung, als die Multiplica- 
toren der Gleichungen a priori keiner beschränkung unterworfen sind. 

Wenn in dem haume T gewisse Flächen für gewisse Funetionen 
des Ortes Unstetigkeits-Oerter bilden, so muss dieser Umstand bei den 
partiellen @Quadraturen in Betracht gezogen werden. Insofern aber für die 
Unbestimmten $,n,... gewöhnliche Unstetigkeits- Flächen vorhanden sind, 
hat man für solche Flächen im allgemeinen auch einschränkende Relationen 
zwischen diesen Unbestimmten. Diese Relationen beziehen sich überall 
auf die zwei verschiedenen Werthe, welche den Unbestimmten an der 
einen und anderen Seite der Flächen zukommen. Diese Relationen müssen 
natürlich multiplieatorisch auch in kechnung gezogen werden. 

X. Zusätze. 

$ 1. Bedingung dafür, dass in einem einfachen Relations-Systeme eine 
Ungleichung eine Gleichung ist. 

Wenn in dem Systeme einfacher Relationen 
0%, =dQ, >. 0, = 0 

9, od, Pre RE 
die linke Seite #, der ersten Ungleichung nur den Werth Null annehmen 
kann, so ist die Gleichung # = 0 offenbar eine consecutive Gleichung des 
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Systems. Folglich muss es Multiplicatoren — « und nicht-positive Multipli- 
catoren — u geben (V.), mit welchen die Identität 


0 - ud I, — WI - ud — ud, —::: 
besteht. Die Identität 
ww ++ +++) + md, +: v 
en a Pe 


ist also eine nothwendige Bedingung dafür, dass in dem gegebenen Systeme die 
linke Seite 6, der ersten Ungleichung nur den Werth Null annehmen kann. 
Diese Identität ist auch eine hinreichende Bedingung: denn mit Rücksicht auf 
die Gleichungen # = 0 des Systems entnimmt man aus der Identität die 
Gleichung 
(1 + u,) v, - ut, 9 t+..=(, 
woraus in Betracht dessen, dass alle Funetionen # und alle Multipliea- 
toren «u nicht negative Grössen sind, die Gleichung %, = 0 sich ergiebt. 
Existirt keine Identität in der Form 
Sir z34>=0 0R>0) 
mit wenigstens einem von Null verschiedenen Multiplicator 4, so können in 
dem gegebenen Systeme alle linken Seiten # von Null verschiedene Werthe 
annehmen, und folglich können dieselben auch zugleich lauter positive (>> U 
Werthe haben (III. 2.). Existirt aber eine solche Identität mit von Null ver- 
schiedenen Multiplicatoren 4, so können die Functionen #, welche mit 
positiven (> 0) Multipliecatoren in der Identität vorkommen, nur den Werth 
Null in dem gegebenen Systeme annehmen. 
S2. Sälze über Eliminationen. 
Schreiben wir 


’ ! ‚ B 
A, u, - An U, D= ee A, 21 ' l i 
A, u, + A, U; + 2 Rx Am u Ü, 

J i ' I y' rv 
B, , Tr B; Ü, +: + B 9 } 
B, ®| - B,v; -- ihn - B,, ®. r 


und betrachten jetzt das System 
U+V=0, U +, =0, 
U,+/ >06, U; +V,>0, A - 
1. Enthält das System implieite oder explieite Relationen, in welchen 
kein u vorkommt, so giebt es in gleicher Anzahl Systeme von Multiplicatoren % 
und nicht-negativen Multipliactoren 4, für welche 
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zii U + Fi U. 
Denn wenn V, in allen Lösungen des Systems —> 0 oder = ist, so giebt 
es Multiplieatoren 4’ und nicht-negative Multiplicatoren A, für welche 

Zi (U'+V))+ FI(U+V) = V,, 
woraus die behauptete Identität folgt. 

Beim Mangel einer solchen Identität können also aus dem Systeme 
Relationen, in denen kein u vorkommt, nicht gefolgert werden; dann können 
die Variablen u nicht eliminirt werden. 

In diesem Falle können die Variablen v alle denkbaren Werthe an- 
nehmen. Berechnet man nämlich aus den gegebenen Gleichungen (U’+Y'=V0) 
so viele der Grössen « wie möglich als Funetionen der übrigen und 
der Grössen v, und substituirt diese Functionen in die Ungleichungen 
(U+-V > 0), so gehen letztere in ein System von Ungleichungen über, 
welches mit dem ganzen ursprünglichen Systeme aequivalent ist. Wir 
schreiben dieses System 

U,+V, >0, U,+V, > 0, 
a die Variablen w, welche in diesem Systeme noch vorkommen, aus dem- 
selben nicht eliminirt werden können, giebt es keine nicht-negativen Multipli- 



































eatoren 4, bei welchen die Summe X4U identisch verschwinden könnte, 
folglich kann zu gleicher Zeit U, >0, U,>>0,... gemacht werden ($1.). 
Die Grössen V, und hiermit die Variablen vo können also nach Willkür alle 
denkbaren Werthe annehmen. 

2. Enthält das System implicite oder explicite Relationen, in welchen 
kein u vorkommt, so können die Variablen v alle die Werthe erhalten, welche 
sich mit der Gesammtheit dieser Relationen vertragen. 

Um uns davon zu überzeugen, berechnen wir wiederum aus den 
gegebenen Gleichungen (U’+V’=0) so viele der Grössen « wie möglich 
als Functionen der übrigen und der Grössen vo, und substituiren diese 
Funetionen in alle Gleichungen und Ungleichungen. So erhalten wir im 
allgemeinen ein System von Gleichungen 

(a.) el ml 
in welchem keine der Grössen « mehr vorkommt, und ein System von Un- 
gleichungen 

(b.) U+V, >o0, U,+V, > 0, he 
in welchem die berechneten Variablen nicht mehr vorkommen. Wir setzen 








a 0 zn 
uf a 
. an i PRINTER RER JE 
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dabei voraus, dass die Grössen ,,,, %, ;>, ... z,, die berechneten Variablen sind. 
Eliminiren wir nun vorläufig nur eine der noch vorkommenden Va- 
riablen x, nämlich a, aus den Ungleichungen (b.). Zu diesem Zwecke 
sollen die Ungleichungen, welche die Variable «, enthalten, in der Form 
[| u-P,>®, u >... 
(b.) = € 
| —- +0, >09, —-1+0;: >O, 
geschrieben werden. Für das Resultat von Eliminationen erhalten wir das 
System 
0, -Pı <d$, O,—P: u 
(c.) | 0.-P, >0, 0.-P, > 0, 


Es ist zu zeigen, dass abgesehen von den Gleichungen (a.), und von 
jenen Ungleichungen (b.), welche die Variable «, nicht enthalten, die Variablen 
Up, Up. 0, Up; 015 da, ... Alle die Werthe erhalten können, welche dieses 
System befriedigen. Dies ist aber offenbar der Fall, sobald der Werth der 
Grösse #, immer in der Weise gewählt werden kann, dass derselbe nicht kleiner 
als das grösste P und nicht grösser als das kleinste Q erscheint. Nun giebt 
es laut System (e.) keine Grössen Q, welche kleiner wären als die eine oder 
andere der Grössen P, — folglich kann jene Bedingung immer erfüllt werden. 

Daraus folgt schon, dass die Variablen «.. u; ....%,%.®,... alle 
Werthe annehmen können, welche den Ungleichungen (e.), den Gleichungen 
(a.) und den von «, freien Ungleichungen unter (b.) genügen. Da in Bezug 
auf das System dieser Relationen die Elimination einer zweiten Variablen x, 
z.B. u,, zu ähnlichem Ergebniss führt u. s. w., so ist der oben ausgesprochene 
Satz bewiesen. 

$ 3. Die Zerlegung eines Grössensystems in zwei andere auf Grundlage 
einfacher Relationen. 

Es soll das Grössensystem 

(1.) 5 2 ER A 
und das System einfacher Relationen 





in un i 
Ze A, ;u, = (0, Ze A;,;u, —— (), an >: 4 u, — ), 
” =] i=1 P 
(2. ee “ 
> B,u—0, z Bi 
(ml Eu i=1 an: 


gegeben werden. 
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Ich behaupte: das Grössensystem P (1.) kann immer derart in zwei 
Componenten II und % zerlegt werden (P,= II, +), dass für die ersteren 
(3.) > NMu>0 
ı—l 
ist, und dass die letzteren mit willkürlich gewählten negativen Coefficienten 
—p multiplicirt den Relationen (2.) genügen: 


(4) -— 3 Av; =0, usw, —-3B pP > I, u 8 w. 
£1 i=1 


1) Für den Beweis dieser Behauptung setze ich voraus erstens, dass 
eine jede Gleichung in (2.) unabhängig ist von den übrigen Gleichungen, 
zweitens, dass aus den Ungleichungen (2.) nicht eine Ungleichung gefolgert 
werden kann, deren linke Seite identisch verschwindet oder durch die 
linken Seiten der Gleichungen ausgedrückt werden kann. 

Die Relationen (2.) können immer auf eine dieser Voraussetzung 
entsprechende Form gebracht werden. Denn wenn die zweite Voraussetzung 
nicht zuträfe, so könnte man gewisse Ungleichungen durch Gleichungen 
ersetzen ($ 1.) und auf diese Weise die zweite Voraussetzung zu Stande 
bringen. Die Möglichkeit der ersten Voraussetzung ist evident. 

2) Um nun den gedachten Beweis zu liefern, beachten wir, dass die 
Ungleichung (3.) für alle Lösungen des Systems (2.) bestehen muss. Hieraus 
ergeben sich für die Componenten /7 die Ausdrücke: 


k=l k= .». 


_ 


Da /7, = P,—%,, ist also zu beweisen, dass die Componenten ® ausser 
den Relationen (4.) auch noch den folgenden Genüge leisten können: 


IV 


ee 


)) 


6) —-% = —P, + ‚” Huch + & Ba, (u; 
Setzt man diese Ausdrücke in (4.) ein, so erhält man Relationen für 
die Multipliecatoren 4 und für die nicht-negativen Multiplicatoren u, und es 
ist noch zu zeigen, dass diese Multiplicatoren Werthe erhalten können, durch 
welche diese Relationen befriedigt werden. 
Setzen wir: 


sn 


P2 A: AP: = (AA) Sy A; B.p: = (AB); (BA), 
(7.) =] == ze 


2 B.B.p — (Bb)., 
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so verwandeln sich die Relationen (4.) nach der gedachten Substitution in 
L,+ (AA). + (AA)ah: 





+... +(AA),h+ (AB). + (AB). + =, 
(8.) M, + (A B) j © _ (A B),; h, 
++ (AB)u%+ (BB)uu + (BBuwa+- — 0, 
nee meh 
(kh=]1,?2 , 
wo die Glieder Z, und M, von den Multiplieatoren 3 und « wunabhängig 


sind. Nun können die Multiplieatoren # als Funetionen der Multiplicatoren 
u aus dem Systeme der Gleichungen berechnet werden, da die Determinante 
dieses Systems in Bezug auf die Unbestimmten #, eine einfache Function von 
Quadraten mit positiven Coefficienten, wegen der ersten Voraussetzung in 
1) nieht verschwindet. Diese Multiplieatoren # sind vorläufig keinen Be- 
schränkungen unterworfen. Berechnet man daher dieselben aus den Gleichungen 
als Funetionen der Multiplieatoren «, und substituirt diese Werthe dann in 
die Ungleichungen, so bleibt zu beweisen, dass die nicht-negativen Multipli- 
eatoren u den neuen Ungleiehungen gemäss bestimmt werden können 
Setzen wir die Determinante: 


BE, (BA. (BA -- (BA) 


GE Fa. (Adle ...r AA 
(AB) (Ada (Ada AA A 
(AB), MR A AA 


so erhalten wir nach der Substitution: 


(9.) ) N, + GG, 4, +92 ar U, WU ZU, 
wo die Glieder N, von den Multiplieatoren unabhängig sind. 
3) Es ist zu beweisen, dass diese Ungleichungen immer erfüllt 
werden können. — Wenn in dem AÄnsatze: 


ae A un 5 f ı) e > () N ) 
(10). la,u,+a,1t; 9,0, u ah ne 


) @=12..) a 
keine linke Seite # in der Weise beschränkt vorkommt, dass dieselbe nur 
den Werth Null annehmen kann, so können alle linken Seiten # gleichzeitig 
grösser als Null sein (III. 2... Dann können aber die Multiplieatoren « 
offenbar so gewählt werden, dass die Ungleichungen (9.) befriedigt werden. 


Journal für Mathematik Bd. COXXIV, Heft 1. 4 


















J. Farkas, über die Theorie der einfachen Ungleichungen. 


In (10.) ist in der T'hat keine linke Seite # vorhanden, welche aus- 
schliesslich den Werth Null annehmen kann. Setzt man nämlich voraus, 
dass in (10.) die linke Seite 4%, nur den Werth Null annehmen kann, so 
muss es nicht-negative Multiplieatoren v, — 1, v;, %;, ..., 01, 0x ... geben, vermöge 
deren die Identität: 

v9, +9, +v9, + +04 +091m+ 0 
besteht ($ 1), das heisst: 
o, +ra, tan + =U, | 


%+Yautra2 + = V, | (v = l, v,—V, ,Z—V, Per N, rn), .) 


ist. Multiplieirt man hier die erste Gleichung mit v,, die zweite mit »v, 
u.s. w. und addirt, so gelangt man zu einer Gleichung, welche auf folgende 
Form gebracht werden kann: 


| PP: (B B),v;v, fe (BA), V. = (BA).r,; “354 = (BA).r: | 


Z(AB,v, (AA (Ada = (AA), 
ot+nro4+:-.+| Z(AB),r, (AA), (Ada = (Ada 0. 
. . . ... . | 
Z(AB),v, (AA), ER un... ( 


Die Determinante ist eine einfache Function von Quadraten mit positiven 
Coeffieienten. Bildet man nämlich aus dem Systeme 
ZB, Vi, Au; As; rg A, 


ZSB.r,. A.. Any An u“ 
r . Ba a Mrd), 





= Br. Aus A; N A 


nach den Zeilen alle Determinanten (/-+1)-ten Grades, quadrirt dann und 
addirt dieselben mit gewissen positiven Coefficienten versehen, so gelangt 
man zu dem Determinantengliede der Gleichung. Da nun die Reihe »,o, 
+9,90, +++. aus lauter nicht-negativen Gliedern besteht, so müssen die 
erwähnten Quadrate, und hiermit die erwähnten Determinanten (Z+1)-ten 
(Grades verschwinden. Dies widerspricht aber den Voraussetzungen in 1). 

4) Dieser Beweis erstreckt sich aber nicht auf den Fall, dass in (2.) 
bloss Ungleiehungen vorkommen und auch implieite keine Gleichungen darin 
enthalten sind. In diesem Falle besteht nämlich das System (8.) lediglich 
aus den Ungleichungen 


In 
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M+(BB)um + (BBaw+->0, mZ0O w>0, 


(k=1,2,...). 

Behandelt man aber diese Ungleichungen auf dieselbe Weise, wie 
in 3) die Ungleichungen (9.), so gelangt man zu dem Resultate, dass 
die Ausdrücke 

(Bb),,u, + (BB),.uw,-+ ---, (k=1,2,...) 
alle gleichzeitig Werthe über Null haben können, weil widrigenfalls die 
Summen =ZB,v,., ZBarv;,..., wo v,—0, alle gleichzeitig verschwinden 
könnten, ohne dass alle Multiplicatoren », verschwinden, im Widerspruche 
mit der gemachten Voraussetzung, dass die gegebenen Ungleichungen 
implieite keine Gleichungen enthalten sollen; denn multiplieirt man die 
Gleichungen 

ZB. =0, ZBuurn=d, 
der Reihe nach mit u,. %,, u.s.w. und addirt man dann dieselben, so zelangt 
man zu der Identität 


v,ZB,u, + v,ZB,;u, - ... (), 


also zu der Bedingung dafür, dass in dem Systeme der gegebenen Un- 
gleichungen wenigstens eine Gleichung implieite enthalten ist ($ 1.). 

$ 4. Die Auseinandersetzungen der vorhergehenden drei Paragraphen 
stützen sich lediglich auf den Grundsatz der einfachen Relationen (V.). Zu 
Folge der Beweisführung in (IX.) können daher die hier begründeten Sätze 
auch auf infinitesimale Systeme angewendet werden. 


















Ueber die Umformung von geschlossenen Integralen. 
(Von Herrn M. Hamburger.) 


In der bekannten Gleichung 
. EZ un (8X OY\ ‚m 
(2) /(Xdx+ Yay) = 2): S)aT, 


wo das Integral auf der linken Seite über die vollständige Begrenzung eines 
Flächentheils T, das auf der rechten über diesen Flächentheil selbst aus- 
redehnt ist, erscheint es, rein analytisch betrachtet, auffallend, dass in dem 


Ox 
da man doch erwarten sollte, dass mit 


/ Xas = [m dxzdy zugleich /Yay = + / „dr dy 
sich ergeben müsste. 

In den Herleitungen der Gleichung (1.), soweit sie mir bekannt 
sind, wird lediglich der geometrische Weg eingeschlagen und die Ver- 
schiedenheit der Vorzeichen auf die Betrachtung der spitzen oder stumpfen 
Winkel gegründet, welche die Richtung der wachsenden Begrenzungseurve mit 
der positiven Richtung der ÜOoordinatenaxen bildet. Es schien indessen 
von Interesse, die Formel (1.) auf analytischem Wege herzuleiten. 

Als Ausgangspunkt dient uns folgende Identität, in der z und y als 
Funetionen zweier neuen Variablen # und o betrachtet werden, während X 
und Y beliebige Functionen von z und y bedeuten: 

OÖ FE yoy = ce Eh ıyY oy\ 


ou N oV oo ou ou’ 


ne ch ga Oy OX °v) 
Az5 oy Oz’ \cu ©v op du 


N or... i h . 0X A 
"lächenintegral „— nicht mit demselben Vorzeichen wie dy behaftet ist, 








ri at 
FESTE 





N 2 Mr a 


ER NIEREN RER 
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Es seien nun insbesondere x und y in den Intervallen „= 0, w=a: 
e=(0, e=b eindeutige und stetige Functionen von « und v, die in Beziehung 
auf v für jeden Werth von « die Periode 5 haben und für «= 0 von ® un- 
abhängig sind. 

Die Integration der Ausdrücke auf beiden Seiten der Gleichung (2.) 
zunächst nach »e von e=0 bis o=b ergiebt mit Rücksicht darauf, dass 


x Ö N 
1? 1 Y= zu Anfang und Ende des Intervalles gleiche Werthe haben. 
ou ’ 


oc’ \cuoo esrtou 


[2 } 
0 ’ or „Ooy\ 0X coYı\/rozody ox oy‘ 
= /(x‘ +J )d=- I -- - -)de. 
ou. ce or J \öy 
() (0) 


Integriren wir vorstehende Gleichung nunmehr nach x von vu= 0 bis 
Yo OT e 7 ‚ ° 
a=.a und bemerken, dass nach unserer Annahme für » = 0 =(0, —=d ist, 


OU sE 


so erhalten wir 


| 
(3.) /a&?% + ve) | dv = - // (- - -: \ 4 - _ 5 dude. 
0 % 

Die vorstehende rein analytische Formel führt, geometrisch inter- 
pretirt, auf die Gleichung (1.). 

Sei zunächst die von der Curve begrenzte Fläche einfach zusammen- 
hängend, so kann man die rechtwinkligen Coordinaten r, y eines Punktes 
der Fläche so als Functionen zweier neuen Variablen «, e ausdrücken, dass 
während o von O0 bis 5 variirt, für «=a der Punkt die Grenzeurve, und bei 
abnehmendem u*) ebenfalls in sich zurücklaufende, von einander getrennte 
Curven durchläuft, bis die Curve für «= 0 in einen im Innern der Fläche 
gelegenen Punkt, der zugleich der Anfangspunkt der rechtwinkligen Coordi- 
naten sei, sich zusammenzieht. Es sind dann alle zum Bestehen der 
Gleichung (3.) erforderlichen Bedingungen erfüllt. Die erwähnte Darstellung 
kann auf unendlich mannigfaltige Weise geschehen, z. B. folgendermassen: 

Die Grenzeurve sei in rechtwinkligen Coordinaten, in Bezug aut 
einen Punkt im Innern als Urspung, durch die Gleichung gegeben r=f(e). 
y=y(e), so dass jedem Werthe von e nur ein Werthepaar x, y entspricht 
und f(o+b5) = f(v), g(e+ 5) = y(e) ist; dann können die Punkte der begrenzten 
Fläche eindeutig dargestellt werden durch: 


*) Zur bestimmteren Vorstellung nehmen wir a und 5 positiv an. 
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u u 
=", y=-:ol); 


„= a entspricht die Grenzeurve, = c(ce <a) die Zwischencurven und u=0 
der Nullpunkt des Coordinatensystems, der nach der Voraussetzung im Innern 
air ; mr .., Oz __6y \ 
der Fläche liegt, für ihn ist „e.=(. Constanten Werthen von vo ent- 
sprechen gerade Linien, die sämmtlich vom Ursprung ausgehen. Die Curven, 
die constanten Werthen von a entsprechen, sind ähnlich zu einander gelegen, 
und zwar wird die Curve «=e von der Curve u=c' umschlossen, falls 
ce > e ist. 
Die linke Seite von (3.) stellt das Integral über die Grenzeurve dar, 
or 6 ox 6 ) A 
der Ausdruck ( BE „2 du de im Doppelintegrale giebt aber absolut 
ouov Op du 
genommen das Flächenelement dT, nämlich den Inhalt des unendlich 
kleinen Parallelogramms, gebildet von den Üurven (w), (v), (u+ du), 
(e-+de) als das Doppelte des Dreiecks, dessen Ecken die rechtwinkligen 
Coordinaten 
‚0a oy 


or 01 
2%; z+ dus, 9+=-du; +, „de, +, dv 


ou ou 


haben. Daraus folgt also die Gleichung (1.). Das Vorzeichen bestimmt 
sich nach (3.) so, dass es positiv oder negativ zu nehmen ist, je nachdem 
oz 0y 0Oxröy 


Bu ön ön du Megativ oder positiv ist. Das Letztere wird der Fall sein, 
P) OD U 


wenn die Richtungen der wachsenden # und der wachsenden », oder die der 
wachsenden ® und der abnehmenden # in demselben Sinne auf einander 
folgen, wie die positive X-Axe zur positiven Y-Axe. 

In gleicher Weise kann der Satz von Stoke, wonach das Integral über 
eine geschlossene Raumeurve in ein Integral über eine beliebige von ihr 
begrenzte krumme Fläche transformirt wird, auf analytischem Wege her- 
geleitet werden. 

Zu dem Ende betrachten wir den Ausdruck 

Nr) Ku + Ya tz) 
worin X, Y, Z beliebige Funetionen von x, y, 3 bedeuten und z, y, z als 
Funetionen des Orts einer Fläche durch zwei Variable « und e dargestellt 
sind. Mit Rücksicht auf die Identitäten 


ou ov 
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oX Ei; oX ox oX (268 z 2 - O2 . oO X (? en Oy oy « E\ 
Oude Oodu Hz \du dv Our ay \duödo Su do!' 
oY oy &- oY oy > oY /Ox oy en oy Oe\ Ri oY (‘ Y O3 en 0% oy\ 
ocuov 0 ou Oz \Ou öv ou Ov/ O3 \Ouce Hu or?! 
02 03 0203 02 (2% 02 03 Oy\ 0Z/; ox örd:z 
= = -: ze — a; — ) 
ou oy Hodu dy \Oudr Luce’ Gr e uoe Ou or 


erhält man 





Ö OE oy. 0) oO 2 3. 0 a 
Bde yyö;ze)_d (ger yöryz 
cu ou O ou Von RT 
(4) | 2 KEFE | 
er 6, 202) Eu oO mr 2) /0X oYıo(z,y 
34’ Suo) O2 03 (u,®) \oy or’ oluı 


wo 
O(a,f) _0a0ß oßoa 
Olu,v) Cudv ducße 

gesetzt Ist. 

Es seien nun x, y, 3 solche Funectionen von x und v, die im Gebiete 
a=0, uw=a; vo=0, v=b eindeutig und stetig sind, und für jedes # in Be- 
ziehung auf o die Periode 5 haben und für «= (0 von v» unabhängig sind, 
Ox en. 03 


a = — —=0( ist. Dann folgt aus Gleichung (4.). 
ou ov c Ü 


so dass für u = 0 


wenn man ihre beiden Seiten erst nach e vone=0 bis e=b, dann nach 
u von a=0 bis u=a integrirt, 





Or © = O8 
/ (a +Y2+2zZ7,)_d 
OD/ ua 
- Aa h j 
(9.) (4 er o(y,2) , /0OZ OÄX\0(z,2 
= — -i ARE Mm En m a 
. I\ö3 oy olu,ve). \dr os’o(u,v 
0 0 
’OX oY\ıcofry)\ 
“. — li And 
\oy Oz’ OIMN.!t jdude. 


Diese Relation giebt in analytischer Form den Satz von Stoke. 
Denken wir uns nämlich von der Raumeurve eine einfach zusammenhängende 
krumme Fläche begrenzt und die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z der 
Punkte der Fläche in der Weise eindeutig durch zwei Variable w und e be- 
stimmt, dass constanten Werthen von # geschlossene Curven entsprechen. 
die einander umschliessen, dem Werthe «=a die Begrenzungseurve, dem 
Werthe u=0 ein im Innern gelegener Punkt entspricht, so sind die an- 
gegebenen Bedingungen erfüllt. Die linke Seite von (5.) stellt dann das 
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Begrenzungsintegral dar. Ein Flächenelement do begrenzt von den Curven 
(a), (u+ du), (ve), (e+ dv) hat zur absoluten Grösse 
_ 1/(9W») 0% 2Jy oe, N): = 
do = Ye@2y + ey +(g ) dudv = Idude, 
und nennt man 4, u, v die Winkel, welche “ an der Fläche im Punkte 
«, oe mit den Coordinatenaxen bilden, so gelten die Gleichungen: 


N 


„ or oy 03 
COS A — + 08 u — CO v — —=0 
ou. 08 w ou I 

, oO 02 
ca +cesuT? +esı =0, 

ou oo 


und daraus folgt 


_ 003) ,O(%,2),0(2, 4) 
O(u,v)"Olu,v)"Oln,v)’ 


COS A :C08 W:COSv 


und da cos’ A+cos’u+cos®’rvr=|1, 


1 O(y,z) 


cosi= + - — 
— I Olu,o) 


ae 1 0(2,®) er 1 O(z,y) 
cosu= + I d@,e)' csv= + En 


Die beiden Vorzeichen treten hier auf, weil die Normale nach beiden 
Seiten der Fläche gerichtet sein kann. Es ist demnach 


O(y,% . . . a» Q 
E W 2 dude = + do cos 4 = der Projeetion von do auf die yz-Ebene, 


O(Uu,0) 
o(z,x) 
> -—dude=t+decau= „ “ „» nn nn.» 33-Ebeme, 
_ 
(7 N) 
Ten dudv=+docosv= „ 1 „34 9 +» 2=y-Ebene, 


und die METER (5.) geht über in 


# Ade-+Ydy+Zd3 = er ee: 5, )e0sa+ (6, - == cos u 
(= 82 cos „\ do, 
OXx £ 


welches der Stokesche Satz ist. 

Das obere Vorzeichen ist zu nehmen, wenn über die Richtung der 
positiven Normale so bestimmt ist, dass die der wachsenden Normale zu 
den Richtungen der wachsenden « und der wachsenden o liegt, wie die 
positive z-Axe zur positiven y-Axe zur positiven z-Axe. 

Ist die Fläche geschlossen, dann redueirt sich die Begrenzungscurve 


» . %os x Ö 03 .. 
auf einen Punkt, sodass für «= a 3,7 = == —=() ist, und man erhält 
D ’v 
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also 
er > cosi + . = u cos u + ve _ IF) cos ® do=ü, 
os 0y dx 02 ' öy 6x 
das Integral über eine geschlossene Strecke erstreckt. 

Hier wie beim Integrale längs der ebenen Curve haben wir voraus- 
gesetzt, dass die begrenzten Flächen einfach zusammenhängende Flächen 
sind. Ist die Fläche mehrfach zusammenhängend, so zerlegt man sie durch 
Querschnitte in eine einfach zusammenhängende. Berücksichtigt man, dass 
beim Curvenintegrale die Querschnitte zweimal im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufen werden und daher die von ihnen gelieferten Beiträge für die 
Integration sich aufheben, so erkennt man, dass die obigen Sätze für 
jede Fläche gelten, die von einer oder mehreren Curven vollständig be- 
grenzt ist. 

Es ist übrigens leicht zu sehen, wie die Formeln (3.) und (5.) auf 


\ 


den Fall von » Variablen auszudehnen sind, wo es sich handelt, das Integral 


/(X,da,+X,dz, ++ XA,dx,) über ein eindimensionales Gebilde in ein 


über das von demselben begrenzte zweidimensionale Gebiet umzuformen. 


Zur Umformung von Flächenintegralen in räumliche Integrale nehmen 
wir an, dass x, y, 3 Functionen dreier anderen Variablen «, e, w seien und 
X, Y, Z Functionen von x, y, 2, und führen ein 


1_x2%2) | yd@e) , ze) 


 Fdlw,e) "  Il,w) " "Olo,w)’ 
gg x® (y,%) In y° (2,2) e ze 
o(w,u) "TE Ilw,u) o(w,u)' 


W a y° (y, 3) N y‘ (z, €) . z° (z, y) 


Ilme) " Ile) " "Olu,e)' 
Dann gilt die Identität 
ou av 8W ,0X, 97 


OZ\O(z,y, 2) 
6.) ou cv + dw \0dr + Oy r PE ea 
wo 
Oz 0Oy 0603 
ou’ Qu’ Ou 
oO (z,y,3 O2 0y 6: 
co (u,v,Ww) de’ Kr’! & 
oz dy 03 


dw’ Su! dw 
gesetzt ist. 
Journal für Mathematik Bd. UXXIV. Hett ]. .) 
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Es mögen nun insbesondere x, y, 3 in Beziehung auf w für beliebige 
Werthe von a und vo die Periode e haben, ferner für o=0 und o=b von 
w unabhängig sein und endlich für „=0 von v und w unabhängig sein. 
Die Integration der Gleichung (6.) nach w von 0 bis e ergiebt dann, da W 
für o=0 und »=ec denselben Werth annimmt, 

r aX 31 323 ä 
Ver Dan SCH Denen 
0 


ou ov 
gar 325 man ietzt nach e von O bis b, und bemerkt, Jdass für » = 0 
g J R ) 
Ox rs) 023 R i 
und o=b, da gleichzeitig 0, F=0, =() ist, auch V verschwindet, 
ow ow ow | 
so erhält man 


4I: U „dedw = SS +} —ı TE nn dv dw. 


Integrirt man endlich ai in Beziehung auf u von O bis a und be- 
rüeksichtigt, dass U für «= 0 verschwindet, so folgt 


Ion. ‚do dw = SIT GEH = +3) (293) udodw 


o(u,v,w) 
oder 
992) ya) (2, Y) 
I. / (x lv, „t fr (v,w) +2 0(%,W@) ua ah 
(1.) 





a ISCH er a = 5 2 du dv dw. 

Zur nära Uebertragung dieser Formel denke man sich 
einen durch eine geschlossene Oberfläche begrenzten, einfach zusammen- 
hängenden Raum, und die Punkte der Grenzfläche durch zwei Variable o, w 

der Weise bestimmt, dass eonstanten Werthen von ® geschlossene, von 
einander getrennte Curven entsprechen, die für o=0 und »o=Db sich in 
Punkte zusammenziehen. Die rechtwinkligen Coordinaten der Punkte des 
begrenzten Raumes, bezogen auf einen Punkt im Innern als Coordinaten- 
ursprung, können dann in der Form gegeben werden 


u u u 
3 [(e, 0), Er a Y (v, ), 3 — ri v (v, ), 


wo 2=f(v,w), y=y(p,w), 3=w(v,w) (u=a entsprechend) die Punkte 





a a u H 
BEE EN 
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der Grenzfläche darstellen, mit der Bestimmung, dass f(w, w+e) = f(e, w), 
of _Oyp _Oy 


py(w,w+ec)= p(v,w), y(w, w+ec)= w(w); ferner .en=2= Vo füre =) 


und o=b. Den Werthen u=«a, 0 <e<Ze entsprechen geschlossene 
Oberflächen, die zur Grenzfläche ähnlich gelegen sind, und zwar derart, 
dass, wenn «@ —>o die Fläche „=.« von der Fläche «= «' umschlossen 
wird. Für u„=0 geht die Fläche in den Anfangspunkt der Coordinaten 
über. Hiermit erfüllen x, y, z alle zum Bestehen der Relation (7.) er- 
forderlichen Bedingungen. Die linke Seite kann in Berücksichtigung, dass 
z,y,3 für uv=a die Punkte der Grenzfläche darstellen, wenn do das 
Element der Grenzfläche und A, «u,» die Winkel der Normale mit den 
Coordinatenaxen bezeichnen, nach dem Früheren geschrieben werden: 
S(X c0os4-+Ycosu+ Zecosrv) do, 
die Integration über die Grenzfläche erstreckt. 
Der Ausdruck 
O(z,y,:) 
O(n,e,w) 


liefert, absolut genommen, das Volumelement des Raumes dr. Zieht man 


du de dw 


nämlich vom Punkte r, y, z drei Kanten von unendlich kleiner Länge, ge- 
richtet nach den wachsenden x, v, w, so haben die Endpunkte derselben die 


Coordinaten 
x - = du, y + du. st = du, 
c-+ 2 dv, y+ =. de, + Er de. 
+ dw, y+ ©” dw, + . dw. 


Der Inhalt des dieses Dreikant vervollständigenden Parallelopipeds 
O(r,y,2 h Ban 
ist + - (my ) de dedw. Demnach erhalten wir aus (7. 
oO (u,v,w) we. 
| 2 „oX ,oY, 9zı 
(X cosA+ Y eos u +Zecosr) do = + \s-+2.+ dr, 


T or oOy 03/ 
die Integration rechts über den begrenzten Raum erstreckt. Das obere 
oder untere Vorzeichen bestimmt sich durch das des Quotienten 

o(y2), Cl, y2) 
o(v,w) " Olu,v,w) 
d 
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Die Identität (6.) führt übrigens, wenn X, Y, Z die partiellen 
Ditferentialquotienten einer Function g nach z, y, z sind, unmittelbar zur 





9° 0’ a 
Transformation des Ausdruckes 523 .- Er + - in die neuen Coordinaten 
«,v,w. Es ist nämlich dann 

op 6y 6Öy op cp Öy op 0dy Gy 

02’ Oy’ Os d2z’ 0y’ 6 O2’ 0Oy’ 
U oz oy 03 v_ ox oy 03 A dx oy 02 

00’ Oo’ & ow'’ dw’ Hw ou’ ou’ Du 

Ox oy 02 | or‘ oy 03 de Oy 02 | 

ow’ Ju’ dw ou’ Su’ Du | dv’ Oo! & 
also 

Op 09 9y dp dy Op 
Ay ? 1 7 - ’ I An 
en) _ ou’ Or’ Ow . „aa _ ou’ O0’ du a 
ur,w) | Ce, &ı, ®n >? Ilmv,w) | 5, Co 6 ’ 
Pr: ey, ©, 63 ey ee, Cs 
(8.) 
1X; 09 09. 
I Io’ Om! 
am) _. ou ov ’ du ig 
Ö (u, v, w) Ey E12, e3 , 
E35 E22, E33 
wenn man setzt 
Oy\ Eu oz 0x2, Oy oy 03 0% #E 
e3E (52) - He) MER 00 et 36 de! dd m» Ten 
Ox\ Oy\ O2\? o2 02, Oyoöy O2 02 
(5) +5) +) ur. ow ou 22. +2 Fi Be 
Oy ü O2 dr, dyoy 02 0% _ Ber 
(32) + (58) + (5) em ou = du do ! du do Fr A. 
Zugleich ist 
Ö 2 
(9.) (e Y 2) = 9673 = = A. 


Ol(u,v, 
Hiernach folgt aus (6.) die gesuchte Transformationsformel in der 
Gestalt 
WET | er 
es 24 Op _ Ya VA, YA | 
oO” 03°  yal du Ov Ow 
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wo A, B, C und 4 die oben in (8.) und (9.) angegebene Bedeutung haben. 
Als Quotienten der ersten und zweiten Ableitungen von g nach «, v und w 
auf der rechten Seite erscheinen nur Funetionen der e, und ihrer ersten 
Ableitungen. Die e, sind übrigens unmittelbar durch den Ausdruck des 
Quadrats des Linienelements in den neuen Coordinaten gegeben, da 


dx’ +dy’+dz’ = 


e, du + e„do’ + e,dw’ + 2e,deodw + 2e, dwdu-+ 2e,dude 


























Ueber das Gausssche Pentagramma mirificum, 


(Von Herrn Ludwig Schlesinger in Klausenburg.) 


In dem von Schering herausgegebenen Gaussschen Nachlasse (Werke, 
Bd. III, S. 481ff.) wird als Pentagramma mirificum ein sphärisches Pentagon 
behandelt, welches (vergl. a. a0. S. 495) dahin charakterisirt werden 
kann, dass seine fünf Diagonalen Quadranten sind. Gauss gelangt zu dem 
Ergebnisse, dass die Bestimmung der Ecken eines solchen Pentagons von der 
Fünftheilung der elliptischen Funetionen abhängt. 

Da das Ponceletsche Schliessungsproblem im Falle eines Fünfecks 
auf die Verfünffachung der elliptischen Functionen führt, ist es von vorn- 
herein wahrscheinlich, dass zwischen diesem Probleme und dem Pentagramma 
mirificum ein Zusammenhang besteht; da ferner die charakteristische Eigen- 
schaft des Pentagramma bei einer beliebigen Biegung der Kugel erhalten 
bleibt, liegt es nahe, statt der Kugel eine beliebige Fläche von constantem 
positivem Krümmungsmaasse zu Grunde zu legen. Da, wie es scheint, diese 
beiden Gesichtspunkte bisher noch nicht hervorgehoben worden sind, und 
namentlich die Durchführung des letzteren zu einigen Formeln führt, die 
auch für anderweitige Untersuchungen von Interesse sein könnten, möge es 
erlaubt sein, in der vorliegenden Note einige auf das Pentagramma bezüg- 
liche Entwicklungen zusammenzustellen.*) 


*) Diese Notiz wurde am 19. Juni 1599 der Ungarischen Akademie der Wissen- 
schaften vorgelegt und in deren Berichten (Ertesitö, Bd. XVII, S. 526ff.) in magyarischer 
Sprache veröffentlicht. 
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I. 

Wir legen, wie bereits bei einer früheren Gelegenheit, “) für eine 
Fläche vom eonstanten Krümmungsmaasse % den Ausdruck 
dp’ + dgq' 

-g’+k) 
des Linienelementes zu Grunde, dann werden die geodätischen Linien durch 
die Gleichung **) 
(1.) a(pf+tg—k+2bp+2eg=(, 


wo a, b, c willkürliche Constanten bedeuten, dargestellt. 


/ 
ds= 2), 


Durch einfache Rechnung findet man, dass die zwischen zwei Punkten 
mit den Coordinaten (p,, 9), (p:, g:) gemessene Bogenlänge s,, der durch 
diese Punkte gelegten geodätischen Linie (der geodätische Abstand der 
beiden Punkte) durch die Formel 
(k—p,— q,) ) (kp, =) +4k (pp, + 9,9.) 

(k+p+g)(k+p,+q) 
segeben wird, und hiernach erscheint es zweckmässig neben p, q noch 


cosYks,, = 


als Homogeneitätscoordinate einzuführen, wodurch, wenn 
ı = er z (k—p—qı, 
h= k—1—4q.). 
- = (4-9, 


sesetzt wird, der obige Ausdruck die elegante Gestalt 


/ pP, Tr +11 
(3.) eos } k 9, = = P: q q. | | 
Vptg+i Ip+g+t 


annimmt, wie man mit hücksicht auf die Identität 
Ik(U+p+g)=(k+p+g) 
leicht erkennt. 
Da die Quotienten 


*) Dieses Journal, Bd. 121, S. 1681. 
**) 2.2.0. S. 172, Gleichung (2.). 
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im wesentlichen mit den sogenannten Beltramischen Coordinaten überein- 
stimmen, wollen wir (p, q,t) als homogene Beltramische Coordinaten 
bezeichnen. 

Der Uebergang von dem Üoordinatensysteme (p, g) zu einem ebenso 
beschaffenen (p’, qg) d.h. zu einem solchen, in welchem der Ausdruck für 
das Linienelement wieder 

TAT ai 
(pP +g’+k) 
ist, entspricht einer Verschiebung der Fläche in sich selbst, also (vergl. 
a.a. 0. 5. 174) einer auf die complexe Grösse 


n=ptgi 
auszuübenden projeetiven Substitution, die den Ausdruck 
p+tg+h 


von einem positiven Factor abgesehen, ungeändert lässt. Interpretiren wir 
(p, g) als rechtwinklige Coordinaten in einer Ebene, so lässt sich be- 
kanntlich jede projeetive Substitution von 7 als Aufeinanderfolge zweier 
Spiegelungen in Bezug auf Kreise dieser Ebene darstellen.*) 
Wenn diese beiden Kreise insbesondere den Kreis 
pP+gqg+k=V0 

rechtwinklig schneiden, so ist die resultirende projeetive Substitution eine 
Verschiebung in dem angegebenen Sinne (vergl. mein „Handbuch der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen“ Bd. II, 2, S. 87). Eine Spiegelung in 
Bezug auf einen solchen Kreis, d. h. in Bezug auf einen Kreis, dessen 


Gleichung die Form (1.) oder, wie wir jetzt mit nicht in Betracht kommender 
Beschränkung der Allgemeinheit schreiben wollen, 


p+gq—k+2ap+2ßg = 0 


besitzt, wird durch die Formeln 


k-+ 21 02 
Pra= (Pte) oe 


' u k+a’+ 
THESEN Say Ha 


dargestellt. Diese Formeln lassen sich in homogenen Beltramischen Coordi- 
dinaten so schreiben 


*) Poincare, Acta Mathem. Bd. III, S. 51. 
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k+B’— a’ 2a 2ayk 
) — = 9— 6 } - ‚it, 
rt PT rare yrar+ 
—2aß  k+a’— pP? 23 yk 
) == — > - ) - - 6 + 6, 
(4.) vg Yk+ rl VYk+«’-+#° ! Vk+a’+ß° 
2ayk | 2PyYk ae + —h 
Ti :»+ —g}+ Ss, 
yk-+ fo 5 Yı Po, B° Yh 0 4 B 
woselbst 
N yi a B 
e (p+a)’+(g-+B)’ 
f 1 f 3 „» 
el" -7”) 


gesetzt wurde. Die rechten Seiten von (4.) liefern eine symmetrische ortho- 
eonale Substitution mit der Determinante —1, und zwar gleich in der 
Form, die sich aus der bekannten Eulerschen Parameterdarstellung (vergl. 
2. B. Baltzer, Determinanten, 5. -Aufl., 5.194) durch Speeialisirung ergiebt. 

Durch Composition zweier Substitutionen von der Form (4.) erhalten 
wir demnach die allgemeinste Transformation eines Systems homogener 
Beltramischer Coordinaten in ein anderes, oder q.i.e. die Darstellung der 
allgemeinsten Verschiebung der Fläche vom eonstanten Krümmungsmaasse Ä 
in sich selbst. Da diese für die Quotienten 

pP q 
er 
offenbar eine projeetive Substitution ist und überdies nur die Bedingung zu 
erfüllen hat, dass sie den Kreis 
p+tg+k=V0 
oder 
p+tgq+t=0 

nicht verändert, so erkennt man a priori, dass diese Transformation, abge- 
sehen von einem Proportionalitätsfaetor, einer auf p, q, £ auszuübenden ortho- 
eonalen Transformation u. z. der allgemeinsten solehen Transformation 
gleich kommen muss. Dies kann man auch aus den Formeln (4.) direct 
verifieiren und erkennt zugleich, dass die resultirende orthogonale Trans- 
formation die Determinante 1 besitzt; das letztere hängt mit dem Umstande 
zusammen, dass (vergl. z.B. Handbuch, Bd. Il, 2, S. 90) eine projeetive 
Substitution von p + gi, die sich aus Spiegelungen von der Art wie (4. 
Journal für Mathematik Bd. CXXIV. Heft 1. 6 
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zusammensetzt, stets eine positive ist. 
in den folgenden Satz*): 


Wir fassen dies letztere Ergebniss 


sine Verschiebung der Fläche vom constanten Krümmungsmaasse k 
stellt sich in homogenen Beltramischen Coordinaten in der Form 


| op = aıp+ ng + ont, 
(9.) | p q — 0&.,p + 02q u: At, 
0 = Az3ıPp + 024 + Ol, 


/ 


dar, wo die («,,) die Elemente einer orthogonalen Transformation mit der 
Determinante +1 bedeuten, und 


ist; eine Spiegelung in Bezug auf eine geodälische Linie 
ptg-k+2ap+2Ppg=V0 

entspricht dagegen der symmelrischen orthogonalen Transformation (4.) mit der 

Determinante —]. 

Dieser Satz ist von Wichtigkeit, wenn man in einer homogenen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren homogene Mono- 
dromiegruppe eine aus den Elementen eines Fundamentalsystems und seinen 
eonjugirten Werthen gebildete bilineare Form ungeändert lässt, den realen 
Theil und den Coeffieienten von i des Integralquotienten gesondert unter- 
sucht. Ich hoffe darauf bei anderer Gelegenheit zurückkommen zu können. 


1. 


Es sei nun die Krümmung % unserer Fläche gleich Eins. Wir 
nehmen auf derselben fünf Punkte 
(Pas gi; £,) (= 1,2,3,4,5) 
von der Beschaffenheit, dass die Diagonalen des von diesen Punkten ge- 
bildeten Pentagons Quadranten sind; d. h. also, wenn (i, %) den geodätischen 
Abstand der dureh die Coordinatenindices i, % charakterisirten Punkte be- 
deutet, so ist 


: n » 7T . 5) % - 
(i, ı -4- 2) =5 (= 1,2,3,4,5), 





*) vergl. H. Weber, Algebra, Bd. II (1599), S. 249 ff. (Nachträgliche Bemerkung). 
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wo die Indices, wie auch stets im Folgenden, modulo 5 zu redueiren sind. 
Mit Rücksicht auf die Formel (3.) der Nr. I. haben wir demnach 
(1.) PiPi+2+ 9:94:42 + Kliz. = V (= 1,2,3,4,5). 

Ein solches Fünfeek nennen wir mit Gauss ein Pentagramma mirificum. 

Interpretiren wir (p,g,t) als homogene Cartesiussche UCoordinaten 
in einer Ebene, so besagen die Gleichungen (1.), dass die fünf Punkte 

(P;, 9: &) (= 1,2,3,4,5) 
ein Polfünfeck in Bezug auf den Kegelschnitt €, 
ptg+ti=V0 

constituiren, d. h. ein Fünfeck, dessen jede Seite die Polare der gegenüber- 
liegenden Ecke ist. Legen wir dureh die fünf Punkte einen Kegelschnitt €, 
und construiren dessen Polarfigur ©, in Bezug auf C, so ist das betrachtete 
Fünfeck dem Kegelschnitte C, eingeschrieben und dem Kegelschnitte €, um- 
schrieben. Das heisst: 

Einem Pentagramma mirificum entspricht stets ein ebenes Ponceletsches 
Schliessungsproblem für den Fall eines Fünfecks.”) 

Die Kegelschnitte C,, ©; haben die Eigenschaft, dass die Gleichung 
des einen in Punkteoordinaten mit der Gleichung des anderen in Linien- 
coordinaten übereinstimmt, sie werden also simultan auf ihre Hauptaxen 
transformirt. Gehen wir nun von (p, g,£) zu einem anderen Systeme (w, o, ıw, 
homogener Beltramischer Coordinaten über, d. h. setzen wir (w, e, w) pro- 
portional den rechten Seiten einer orthogonalen Transformation der (p, q, 0), 
so können wir diese orthogonale Transformation in sehr bekannter 
Weise so einrichten, dass die Gleichung des Kegelschnitts ©, in (w,e, w) 
die Form 

s“+s0+s,W = U 
erhält, die Gleichung von C, lautet dann: 
+50 + ie =). 

Die eventuell möglichen singulären Fälle lassen wir der Einfachheit 
wegen bei Seite, 


*) Vergl. Gundelfiuger, Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der Kegel- 
schnitte (1595), S. 423, auf welche Stelle Herr Gundelfinger mich während der Drucklegung 
der vorliegenden Note (9. I. 00) aufmerksam zu machen die Güte hatte; ferner die 
„Bemerkungen zu den elf Pentagramma-Fragmenten“ des Herrn Fricke in dem 10 
ausgegebenen Bd. VIII von Gauss’ Werken, S. 112 ff. (Nachträgliche Bemerkung). 


Er 
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Da wir es naturgemäss in C, mit einem realen Kegelschnitte zu thun 
haben, sind von den Grössen s,, 8, s; etwa zwei positiv, die dritte negativ; 
sei die Bezeichnung so gewählt, dass 


ERDE EDER 


Wir schreiben dann die Gleichungen von C,, ©, in der Form 
u? v 


74:15 
AuW“+BVv-w=(, 


=, 


und können offenbar ohne dadurch die Allgemeinheit wesentlich einzu- 
schränken 

A>B>1 
voraussetzen. C,, C, sind dann concentrische und coaxiale Ellipsen, von 
denen C, ganz innerhalb ©, liegt. 

Führen wir in der bei der Behandlung des Schliessungsproblems 
gebräuchlichen Weise”) die zu der Ellipse C, gehörige excentrische Ano- 
malie g durch die Gleichungen 

u=wÄ«osy, 

ve=wBsin 
ein und bezeichnen durch y, den dem Punkte (p,, q, 4) entsprechenden Werth 
von 9, so lauten die den Gleichungen (1.) entsprechenden Gleichungen 
zwischen den neuen Öoordinaten der fünf Punkte: 

(2.) A? 608 9, 608 ,,:+ B’ sin y, sin 9. +1 = 0 G=1,2.3,4,5). 

Man kann diesen Gleichungen auch die von Jacobi”) benutzte Form geben, 
indem man an Stelle von g,,, die der Ellipse ©, entsprechende excentrische 
Anomalie 

Wr. = NH4 Gir: 
desjenigen Punktes von ©; einführt, in welchem die der Ecke (p, q, &) des 
Fiinfecks gegenüberliegende Seite den Kegelschnitt ©, berührt; wir wollen 
aber der Einfachheit wegen die Form (2.) beibehalten. 

Verbindet man mit der Gleichung (2.) die in demselben Systeme 
enthaltene Gleichung 


A" 608 9,2 608 9, _,+P’sin 9. sing _,+1=0, 


*) Rosanes und Pasch, dieses Journal Bd. 64, S. 129. 
**) Werke, Bd. I, S. 284, 
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so erhält man durch Elimination die von Gauss*) aufgestellten Relationen 
sind (g-ı + 9:) 

cos 3 (p— Pi-ı)' 

cos$(pi-ı + 9i) 

cos} (p— Yi-ı)' 

woraus sich durch Division die von Jacobi bei der Behandlung des Schliessungs- 


— B’ sin p,,, = 


— A" cos Fir, = 


problems“*) angewandte Gleichung 


B’ 
(3.) 83 (M+Ypiı) = 8 Pin 


ergiebt. Setzt man nunmehr”“”) 


A’—B! _ 

"= —, a} 

A’—1 | 
x u = wm 

u 1. sin? a? Ak L, 
7’ yl k’sin’g 
SEEN b 1—-# sin’: 
4: = COS’amT, gi = 1l— sın amTz, 
= am cr, (= 1,2,3, 3,5) 


so nimmt die Gleichung (3.) die Form an: 

tgl (amz,+amx,_,) = Aamr tgamzr,,., 
und hieraus folgt wie bei Jacobi durch Vergleichung mit der aus der 
Theorie der elliptischen Funetionen bekannten Formel 

tgl (am c+am (2+27r)) = Aamr tgam (t+r 

die Darstellung: 

p—MNY = am (2, +27), 9. = am (z,+Tr), 
also abgesehen von Vielfachen von 2, 


Pairı = am (2, +ir) (=0,1,2,3,4,5). 
Nehmen wir um die Vorstellung zu fixiren an, dass das betrachtete Finfeck 
ein convexes sei, so hat man, wenn man die Ecken in der Reihenfolge 
aa a1 
durchläuft, die excentrische Anomalie y, um 47 vermehrt, es ist also 


am (2, +57) = amı,+4n, 
*) l.c. S. 489, art. [7]. 
”) 1.0. 8. 286. 
**F) Gauss, |. c. S. 4%. 
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woraus sich 
SK 
z = - 
ı) 
ergiebt. Wir finden demnach bei dieser Annahme in Uebereinstimmung 
mit Gauss 


y; = am (2, +(- 1) a | 


Die von Gauss aufgestellten Formeln ergeben sich nun durch einfache 
kechnung. 

















Ueber einen allgemeinen Satz aus der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen. 


(Von Herrn Ludwig Schlesinger in Klausenburg.) 


Im Folgenden erlaube ich mir einen Satz mitzutheilen (die Theoreme 
I.) und II.) der No. II.), von welchem ich in der Fortsetzung, der in diesem 
Journale*) abgedruckten Arbeit Gebrauch machen möchte. Die gesonderte 
Veröffentlichung mag dadurch gerechtfertigt erscheinen, dass einerseits der 
Satz selbst die Bedeutung, die der Fuchsschen Klasse linearer Differential- 
gleichungen im Rahmen der allgemeinen Theorie der linearen Difterential- 
gleichungen mit rationalen Coefficienten zukommt, in einem neuen Lichte 
zeigt, und dass andererseits der Beweis, den ich für den gedachten Satz 
gebe, ein Beispiel für die Anwendbarkeit des Riemannschen Problems auf 
Fragen der allgemeinen Theorie linearer Differentialgleichungen darstellt. 
Daraus, dass sich mein Beweis auf die Lösbarkeit des ARiemgnnschen 
Problems stützt, erwächst allerdings der Nachtheil, dass die beschränkenden 
Voraussetzungen, die der von mir gegebenen Lösung des Riemannschen 
Problems anhaften, scheinbar auch die allgemeine Gültigkeit des in Rede 
stehenden Satzes beeinträchtigen. Nur in dem Falle einer linearen Difterential- 
gleichung erster Ordnung, wo der Satz ohne weiteres einleuchtend wird, 
zeigt er sich von diesen beschränkenden Voraussetzungen frei. 

In der Nr. I. habe ich einige allgemeine Hülfsbetrachtungen zu- 
sammengestellt. Ein kurzes Resume dieser Note ist in den Comptes Rendus”“) 
der Akademie der Wissenschaften zu Paris erschienen. 


*) Bd. 123, S. 138—173. 
**, Vom 7. Januar 1901, Bd. 132, S. 27. 
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L® 


Es seien die linearen homogenen Differentialgleichungen »-ter 
Ordnung 
dr y d"—!y 
(A.) dx" tA-17zt + py=d, 
d"xz d"—! % 
(B.) drnt pr-gmatı"t@2 m. 0, 


deren Coefffeienten Po, » +» Pa-ız Your +++ Qu Wir als in der ganzen Ebene 
der complexen Variablen x eindeutige Functionen voraussetzen wollen, so 
beschaffen, dass zwischen ihren allgemeinen Lösungen y, 3 eine Beziehung 
von der Form 
(C.) Y=Tw? +r03 ++ re? 

besteht, wo die ru, Fioy + + + "a1. ebenfalls allenthalben eindeutige Functionen 
von x und die oberen Accente, wie auch stets im Folgenden, Ableitungen 
nach x bedeuten; dann wollen wir"*) von den Differentialgleichungen (A.), 
(B.) sagen, sie seien cogredient. Bedeutet z,,..., z, ein Fundamentalsystem 
von (B.), so soll auch das durch die Gleichungen 


(C.) yet trtoat + r_03 k=1,2,...,n) 
definirte Fundamentalsystem y,,...,y, von (A.) mit dem Systeme der 2,,...,2, 
cogredient heissen. 

Vollzieht x einen geschlossenen Umlauf, der eine Werthänderung 
des allgemeinen Integrales 3 von (B.) nach sich zieht, so erfahren offenbar 
die cogredienten Fundamentalsysteme z,,...,3, und Y,,...,Y, dieselbe homo- 
gene lineare Substitution. Wenn umgekehrt zwei Fundamentalsysteme der 
Differentialgleichungen (A.), (B.) existiren, die bei jedem beliebigen, ge- 
schlossenen Umlaufe von x dieselbe lineare homogene Substitution erfahren, 
die also, wie wir kurz sagen wollen, dieselbe Monodromiegruppe haben, so 
sind die Differentialgleichungen (A.), (B.) und jene beiden Fundamental- 
systeme cogredient. In der 'I'hat ergeben sich, wenn man für jene beiden 
postulirten Fundamentalsysteme die Gleichungen (C'.) ansetzt, die 


Toy Troy er ey Pn—1,0 


als Determinantenquotienten, deren Zähler und Nenner sich bei jedem ge- 
*) Vergl. für die ganze Nummer, Fuchs, Berliner Sitzungsberichte, 1888, S. 1275 #. 


**) Vergl. Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen, Bd. II., 1. 
(Leipzig, 1897) Nr. 163. 
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schlossenen Umlaufe von x mit demselben Faetor (der Determinante, der 
durch den Umlauf hervorgerufenen linearen Substitution) multiplieiren. 

Denken wir uns die Gleichung (C.) (a—1)-mal nach = differentiirt 
und jedes Mal die auftretende n-te Ableitung von z vermöge der Differential- 
gleichung (B.) durch die a—1 ersten Ableitungen ausgedrückt, so ergeben 
sich die Gleichungen 

(C,.) y?’=r,str,zs + +7,30” bvealLzu.un-t) 

wo 


— !,y-ı a amt. v—] 2 dus 


1.) ER: 


gesetzt wurde. Die 


sind demnach allenthalben eindeutige Functionen von x. 
Eine n-te Differentiation ergiebt endlich 


n ! ie N f ! . , u, 

(C ) | y = (fa —Ta-,n-1' Qu) 3+ (fi,n-ı T Tu,n—1 Ta—1,n-ı' Q1)3 
+++. tr N u, 
Multiplieirt man die Gleichungen (C.), (C,.). ..., (C,.) der Reihe 


nach mit 

Por Pıy ++ Pa-ı, 1 
und addirt, so kommt rechter Hand ein homogener linearer Differentialaus- 
druck (a—1)-ter Ordnung in z, mit in x eindeutigen Coeffieienten, der mit 
Rücksicht auf die Differentialgleichung (A.) verschwinden muss, wenn man 
für z irgend eine Lösung von (B.) substituirt. Daraus folgt aber, dass in 
diesem Differentialausdrucke (a—1)-ter Ordnung die Coefficienten von 


1 
pP - „(n—1) 
a) Ex “ .... = 


einzeln verschwinden müssen. Es ist also 


E n—l 


> ! n ne; 
<s P:fu t rFo,n-ı  " Pn-ı,n ı Go ER 0, 
) 


ml 


(2.) gr 
N 





1 
’ n 
Pirat tat Pi-ınaı Pan" Qi V, (\=1,2,...r—1). 


Aus den Gleichungen (1.) für v=1,2,...,n—1 und den Gleichungen 
(2.) ergiebt sich für die n’ eindeutigen Functionen 
gr (Ay= 1,.... 2°—1) 


Journal für Mathematik Bd. CXXIV. Heft 1. 
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das folgende System homogener linearer Differentialgleichungen erster 
Ordnung mit in x eindeutigen Üoefficienten 








| dr, 
(D ) de = T,.-1,,'Q + T),y+1 a a 
1* 
dr, _ (= 1,2,...,n—1 
d zn nn. tfaıv N + N, y+1 v=U,1..,n-2/) 
| x ’ ’ ’ 
dr, o—1 n—1 
u "a-1,n-1' Qu P:fus 
(D;.) dr, Di n—1 
tn nn trennt E Pitu Am) 
L dz i=U 





Betrachtet man dieses System von Differentialgleichungen rein formal, 
d.h. ohne über die analytische Natur der Coefficienten der Differential- 
gleichungen (A.), (B.) irgend welche speciellen Voraussetzungen zu machen, 
so gilt das Folgende. Bedeutet 
0,, (,v=U01,...,n-1) 
ein beliebiges Lösungssystem des Gleichungssystems (D,.), (D;..), z ein be- 
liebiges Integral von (B.), und bildet man den Ausdruck 


(3.) n = Ow? +0,03 +'.+ U 
so folgt mit Rücksicht auf die Gleichungen (D,.) und (B.): 
7?’ = 0,3 + 0,3 ++ 0,.,,3° v=1,2,...,n-1), 


und wenn wir auch noch 7” bilden, so ergiebt sich aus den Gleichungen 
(D,.), dass n eine Lösung der Differentialgleichung (A.) darstellt. Setzt 
man in (3.) für z die Elemente z,,...,z, eines Fundamentalsystems von (B.) 
ein, so constituiren die 
(4.) N: = 0w2r + 002% r..+ 0 > k=1,2,..,n) 

ein Fundamentalsystem von (A.). 

Nehmen wir nun wieder die Coefficienten der Differentialgleichungen 
(A.), (B.) als eindeutige Funetionen von x an, so ist die nothwendige und 
hinreichende Bedingung für die Cogredienz der beiden Differentialgleichungen 
die, dass das System linearer homogener Differentialgleichungen mit ein- 
deutigen Coeffieienten (D..), (D,.) ein partieuläres Lösungssystem r,, besitzt, 
dessen sämmtliche »° Elemente eindeutige Functionen der unabhängigen 
Variabeln sind. Setzt man in (4.) an die Stelle der einem beliebigen Lösungs- 
systeme 9o,, des Gleichungssystems (D,.), (D,.) angehörigen o,, die ent- 
sprechenden Elemente r,, jenes partieulären, eindeutigen Lösungssystems 


PRINTER 
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r;,, so stellen die Ausdrücke (4.) das mit z,, .. ., z, cogrediente Fundamental- 
system von (A.) dar. Im allgemeinen kann es aber auch kein von r,, 
wesentlich verschiedenes Lösungssystem des Gleichungssystems (D..), (D..) 
geben, dessen sämmtliche Elemente eindeutige Funetionen von z sind. In 
der That folgt zunächst aus der Form der Gleichungen (D,.), (D,.), dass, 
wenn für ein Lösungssystem o,, die » Elemente o,, eindeutige Funetionen 
sind, das Gleiche auch für die n’—n übrigen o,, gelten muss. Nehmen 
wir nun an, es seien in (3.) die o,, eindeutige Funetionen von x, die sich 
von den ebenfalls eindeutigen r,, nieht nur durch einen constanten Factor 
unterscheiden; dann denken wir uns aus den » Gleichungen 


n—]) 


(9.) y — Y,,2& - r.,3 - ... + p ww 2 (» TR n—1) 


die 3, 2, ..., 2” ausgerechnet. Diese Rechnung muss stets ausführbar 
sein, wenn y nicht einer linearen Differentialgleichung von niedrigerer als 
der »ten Ordnung mit eindeutigen Coeffieienten genügt, und ergiebt 


(6.) =, y+s,y tr ts..,g” a en 


wo die n’ Grössen s,,, die das zu dem Systeme der »’ Grössen r,, reeiproke 
System bilden, eindeutige Functionen von z sind, die ein Gleichungssystem 
befriedigen, welches aus (D,.), (D,.) hervorgeht, indem man die Coefficienten- 
systeme Po, Pıy +» +, Pn-ı UNd gu, Gıy +++, Qu, mit einander vertauscht. Setzen 


wir die Werthe (6.) in (3.) ein, so erhalten wir 
n= Ay+ Ay +: +A .y"", 

wo die A,, A,,..., A,_, eindeutige Functionen von x bedeuten. Aus einer 
solchen Beziehung zwischen zwei, nicht nur durch einen constanten Factor 
unterschiedenen Lösungen der Differentialgleichung (A.) folgt aber nach einem 
Satze des Herrn Frobenius”), dass die Differentialgleichung (A.) in dem 
Sinne reductibel ist, dass sie mit einer linearen Differentialgleichung von 
niedrigerer Ordnung mit eindeutigen Coeffieienten Integrale gemein hat. Aus 
einem Satze des Herrn Fuchs”) folgt überdies, dass cogrediente Differential- 
gleichungen stets gleichzeitig irreduetibel sind. 

Wir können also das Ergebniss der bisherigen Untersuchung wie folgt 
zusammenfassen: 


Bedeuten (A.), (B.) zwei lineare homogene Differentialgleichungen 


*) Dieses Journal, Bd. 76, S. 268. 
**) Berliner Sitzungsberichte 1885, S. 1276. 
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mit in x eindeutigen Üoefficienten, so ist die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass diese Differentialgleichungen cogredient seien, die, 
dass das System linearer homogener Differentialgleichungen mit eindeutigen 
Coeffieienten (D,.), (D,.) ein particuläres Integralsystem r,, besitzt, dessen 
sämmtliche Elemente eindeutige Funetionen von z sind. Wenn die Diffe- 
rentialgleichung (A.), und folglich auch (B.), in dem Sinne irreduetibel 
ist, dass sie mit keiner linearen homogenen Differentialgleichung von 
niedrigerer Ordnung mit eindeutigen Coeffieienten Lösungen gemein hat, so 
besitzt das Gleichungssystem (D,.), (D..) nur ein einziges eindeutiges, parti- 
culäres Integralsystem. 

Das Gleichungssystem (D,.), (D..) ist so beschaffen, dass jedes 
Lösungssystem o,, desselben durch die » Elemente o,, eindeutig bestimmt 
ist, dass die aus den Elementen eines solchen Lösungssystems gebildete 
Determinante 


O,r | (,vr=0,1,...,n—1) 


nicht identisch verschwindet, und dass die Elemente des dem Systeme der 
n’ Grössen 0,, reeiproken Systems, ein ebenso gestaltetes Grleichungs- 
system befriedigen, welches aus (D,.), (D..) hervorgeht, indem man die 
Pos Pıs ** +, Pa Und go, Gi5 +++, Qu, mit einander vertauscht. 


Il. 
Es sei die Differentialgleichung (A.) mit eindeutigen Coefficienten 
so beschaffen, dass ihre Integrale nur eine endliche Anzahl von Ver- 
zweigungspunkten 


d|,, d;, .... Ad, OO 


besitzen, und dass die absoluten Beträge der Wurzeln der Fundamental- 
gleichungen, die zu den Substitutionen gehören, welche ein Fundamental- 
system bei einfachen positiven Umläufen um die einzelnen Verzweigungs- 
punkte erfährt, gleich Eins sind. Die letztere Voraussetzung wird nur zu dem 
Zwecke gemacht, um die Ergebnisse der in diesem Journale*) veröffentlichten 
Arbeit anwenden zu können. 

Wir denken uns die im Endlichen gelegenen Verzweigungspunkte 
A, @,, ..., a, mit dem unendlich fernen Punkte durch die Querschnitte 2, L, ..., Z, 








*) Bd. 123, S. 1381. 
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verbunden und bezeichnen mit 
AA 


die Substitutionen, die ein Fundamentalsystem y,,....y, von (A.) erfährt, 


17] 


wenn die unabhängige Variable z die Querschnitte Z,2,...,Z, einmal im 
positiven Sinne überschreitet. Da zufolge der über die Differentialgleichung 
(A.) gemachten Voraussetzung, die Substitutionen A,, As, ..., A, die in der 
gedachten Arbeit”) sogenannten Convergenzbedingungen befriedigen, können 
wir nach den Ergebnissen dieser Arbeit die Existenz eines Functions- 
systems 2, ...,3, als gesichert ansehen, welches das durch die singulären 
Punkte a,, @,, ..., @,,oo und die zugehörigen Fundamentalsubstitutionen A,. A»,..., A, 
bestimmte ARiemannsche Problem **) löst, d. h. in der ganzen durch die Schnitte 
l,b,...,2, zerschnittenen x-Ebene eindeutig, endlich und stetig ist, beim 
Ueberschreiten dieser Querschnitte die Substitutionen A, A. .... A, erfährt 
und in den Punkten a,, a,, ..., @,, oo nieht unbestimmt wird. Dieses Functions- 
system genügt einer homogenen linearen Differentialgleichung »-ter Ordnung 
mit rationalen Coefficienten, die der Fuchsschen Klasse angehört, nebst den 
wesentlichen singulären Punkten a,, a,, ..., @,,co nur noch ausserwesentliche 
singuläre Stellen besitzt und offenbar mit der Differentialgleichung (A.) 
eogredient ist. Wenn wir diese Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse 
mit der Differentialgleichung (B.) identifieiren, so erscheinen die cogredienten 
Fundamentalsysteme y,,...,y, und z,...,2, durch die Relationen (U), die 
allgemeinen Integrale y und z durch die Relation (C.) mit einander ver- 
knüpft, während die eindeutigen Funetionen r,, und die durch diese be- 
stimmten (Gl. (1.) der Nr. I.) r,, dem Differentialgleichungssysteme (D,.), (D;.) 
Genüge leisten, in welchem jetzt die 
Go Qi +++ 3 Ia-ı 

rationale Functionen von x bedeuten. Wir haben also das Theorem: 

I. Für eine lineare Differentialgleichung (A.) mit eindeutigen Coeffi- 
cienten und von der am Eingang dieser Nummer angegebenen 
Beschaffenheit, lassen sich rationale Funetionen 

‚Joy Qiy +++ 3 Aazı 
von der für die Coefficienten einer Differentialgleichung der Fuchs- 
schen Klasse charakteristischen Form stets so bestimmen, dass das 


*, 2.2.0. S. 147. 
**) Problem (C.) a. a. 0. S. 160. 
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Differentialgleichungssystem (D,.), (D..) ein partieuläres Integral- 
system r,, besitzt, dessen sämmtliche Elemente eindeutige Func- 
tionen sind, und das allgemeine Integral y von (A.) ist dann in 
der Form 

(C.) y- rwatrus + tr, 03" 
darstellbar, durch das allgemeine Integral s einer der Fuchsschen 


Klasse angehörenden linearen Differentialgleichung (B.) mit den 
Üoveffieienten 9, Gr +++, In—ı» 


Es seien nun insbesondere die Coefficienten p,, Pı, ..-,P._, der Diffe- 
rentialgleichung (A.) selbst rationale Functionen von z. 


Dann sind die a, 4, ...,@,, oo diejenigen Unendlichkeitsstellen der 
Po Pi +, Pa, In deren Umgebung die Integrale von (A.) nicht eindeutig 
sind, die übrigen Unendlichkeitsstellen der Coefficienten, in deren Umgebung 
die Integrale dann jedenfalls nach ganzen Potenzen des Incrementes ent- 
wickelbar sind, bleiben ausser Betracht. Die Coeffieienten des Differential- 
gleichungssystems (D,.), (D,.) sind dann rationale Functionen von x, und 
wir haben als besonderen Fall des Satzes I. das Theorem: 


Il. Bedeutet (A.) eine lineare Differentialgleichung mit rationalen 
Coeffieienten, die nicht zur Fuchsschen Klasse gehört und für 
welche die zu den einzelnen Verzweigungspunkten der Integrale 
gehörigen Fundamentalgleichungen lauter Wurzeln vom absoluten 
Betrage Eins besitzen, so giebt es eine mit (A.) cogrediente 
Differentialgleichung (B.) der Fuchsschen Klasse, durch deren 
allgemeines Integral z das allgemeine Integral y von (A.) in der 
Form (C.) darstellbar ist, und die Coefficienten r,„, in (C.) sind 
eindeutige Functionen von x, die mit den durch sie eindeutig be- 
stimmten übrigen Grössen r,, das homogene lineare Differential- 
gleichungssystem mit rationalen Coeffieienten (D,.), (D;.) befriedigen. 


Mit anderen Worten: Es lassen sich, wenn 
Po, Pı; se.. Pn—ı 


die rationalen Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung 
(A.) bedeuten, die 


In In ++. In-ı 


als rationale Funetionen von z von der für die Coeffieienten 














L. Schlesinger, ein allgemeiner Satz über lineare Differentialgleichungen. 55 


einer Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse charakteristischen 

i Form stets (und zwar auf unendlich viele Weisen, da an die Stelle 

| ® von (B.) jede mit (B.) zu derselben Klasse gehörige Differential- 

i gleichung treten kann) so bestimmen, dass das Differentialgleichungs- 

| system (D,.), (D..) ein, und wenn (A.) in dem Sinne irreduetibel 

| F ist, dass es mit keiner linearen Differentialgleichung von niedrigerer 
Ordnung mit eindeutigen Üoefficienten Integrale gemein hat, auch 
nur ein particuläres Integralsystem besitzt, dessen sämmtliche 
Elemente eindeutige Funetionen von z sind. — 

Da es sich für eine gegebene Differentialgleichung (A.) im wesent- 
lichen darum handeln wird, die mit ihr cogrediente Differentialgleichung 
der Fuchsschen Klasse (B.) aufzustellen, könnte es zweckmässig erscheinen, 
an die Stelle des Differentialgleichungssystems (D,.), (D,.) das aus demselben 
durch Vertauschung der q,, 91, -.-,Q._ı mit den Pu Pır +.-, Pu hervorgehende: 





ds 
* Zu . — $.—1 ‚Pu + $,, >» 1 (=bl...n-2), 
dz ; er 
E 
1° 
( ) ds;, P 1e1,2...,0—1 
dx A ee 9,—1,v + $n—1,r -P; + $, v+1 Brpeen 1.0.0277 
dsun—ı = 
Be un 82—1,n—ı" Pu er = div, 
2 
(E,.) d n—]1 
$S],n—ı en y' ins 6) 4 
de EEE u + d.—1.n—1 "pP; Zr /FEFF =1,2,...,n-1), 
| dz i=0 





zu setzen. Hierin lassen sich für gegebene rationale pu, Pı, -- +, ?,_, die 
Go» Qiy ++ +, Qn-ı als rationale Functionen von der für die Coefficienten einer 
Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse charakteristischen Form stets so 
bestimmen, dass dieses Differentialgleichungssystem ein particuläres eindeutiges 
Integralsystem s,, besitzt, und wenn diese Bestimmung gelungen ist, stellt 
z=s0Yy+s0Y ++ 5,0 y) 

die allgemeine Lösung der mit (A.) cogredienten Differentialgleichung der 
j Fuchsschen Klasse (B.) dar. 

In der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit rationalen 
Coefficienten, die nicht zur Fuchsschen Klasse gehören, hat man, wenn es 
sich um die Untersuchung der Integrale in der Umgebung einer Unbestimmt- 


BREI rein 





heitsstelle handelt, zwei wesentlich von einander verschiedene Aufgaben 
zu lösen. Einmal sind die Wurzeln der Fundamentalgleichung zu be- 
stimmen, die zu einem solchen singulären Punkte gehört, das andere Mal 
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ist das Verhalten der Integrale zu untersuchen, wenn sich die unabhängige 
Variable auf einem bestimmten Wege jener Unbestimmtheitsstelle annähert. 
Die erste Aufgabe ist durch den Satz IL, wenigstens für den Fall, wo 
alle Fundamentalgleichungen nur Wurzeln vom absoluten Betrage Eins 
besitzen, theoretisch auf die analoge Frage für Differentialgleichungen der 
Fuchsschen Klasse zurückgeführt, während die zweite Aufgabe, auf deren 
Lösung namentlich die Poincareschen Methoden der asymptotischen Dar- 
stellung durch divergente Potenzreihen hinzielen, von der Differential- 
gleichung »-ter Ordnung auf das eindeutige Lösungssystem s,, des Systems 
homogener linearer Differentialgleichungen mit rationalen Coeffieienten (E..), 
(E..) übertragen wird. 

Dass die Untersuchung einer linearen Differentialgleichung (A.) mit 
rationalen Üoeffieienten, die nicht zur Fuchsschen Klasse gehört, auf die 
einer Differentialgleichung der gedachten Klasse und gewisser eindeutiger 
Funetionen redueirt werden kann, lässt sich auch mit Hülfe der Picard- 
Vessiotsche Theorie der Transformationsgruppe in folgender Weise darlegen. 

Es sei @ die T'ransformationsgruppe der Differentialgleichung (A.), 
unter Zugrundelegung des Fundamentalsystems yı,...,9,., A die Trans- 
formationsgruppe der mit (A.) cogredienten Differentialgleichung (B.) der 
Fuchsschen Klasse, unter Zugrundelegung des mit y,,..., y, eogredienten 
Fundamentalsystems 2,,...,2,, 9 die aus den A,,...,A, als Funda- 
mentalsubstitutionen componirte, den beiden Differentialgleichungen (A.), 
(B.) gemeinsame Monodromiegruppe Die abzählbare Gruppe 9 ist natür- 
lich in jeder der beiden algebraischen*) Gruppen @, H als Untergruppe 
enthalten. Nach dem Fundamentalsatze der Herren Picard und Vessiot hat 
die Transformationsgruppe einer linearen Differentialgleichung mit rationalen 
Coefficienten die Eigenschaft, dass jede rationale Differentialfunction der 
Elemente eines Fundamentalsystems, die bei den 'T'ransformationen dieser 
Gruppe ungeändert bleibt, rational in x ist, und dass auch umgekehrt, jede 
rationale Differentialfunetion, die gleich einer rationalen Function von «& ist, 
bei den 'T'ransformationen der Transformationsgruppe ungeändert bleibt. 
Da die Differentialgleichung (B.) der Fuchsschen Klasse angehört, 





*) Unter einer „algebraischen Gruppe“ wird eine solche Untergruppe der allge- 
meinen linearen homogenen Gruppe verstanden, die durch ein System algebraischer 
Gleichungen zwischen den n? Coefficienten der allgemeinsten linearen homogenen Substi- 
tution charakterisirt werden kann; vergl. z. B. Handbuch etc. Bd. II, 1, S. 21, 22. 
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ihre Integrale also keine Unbestimmtheitsstellen darbieten, ist jede rationale 
Differentialfunetion der 2,,...,2,, die bei den Substitutionen der Mono- 
dromiegruppe # ungeändert bleibt, d. h. eindeutig in x ist, auch eine ratio- 
nale Funetion von x und bleibt folglich auch bei den Transformationen der 
T'ransformationsgruppe H ungeändert. Es kann demnach keine algebraische 
Untergruppe von 4 geben, die die Substitutionen der abzählbaren Gruppe # 
in sich fasst, oder mit anderen Worten, H ist die engste algebraische Gruppe, 
die die Monodromiegruppe 9 als Untergruppe enthält. Diese Eigenschaft ist 
für die Differentialgleichungen der Fuchsschen Klasse charakteristisch”). 

Dagegen muss G@, wenn (A.) nicht zur Fuchsschen Klasse gehört, 
die Gruppe H als Untergruppe enthalten, ohne mit A identisch zu sein. 

Sei nun R(t,,...,t,) eine rationale Differentialfunction der als un- 
bestimmte analytische Functionen von x aufzufassenden #,,...,#,, die bei 
den Transformationen von HJ und nur bei diesen ungeändert bleibt. Setzt 
man in R die z, an die Stelle der i,, so verwandelt sich dieser Ausdruck 
in eine rationale Funetion von x, 


Bla...) eye), 
setzt man dagegen die y, an die Stelle der £,, so wird 


R (Yı; 4) PR) 
zwar keine rationale, aber eine eindeutige Function von x sein. Nach 
einem Satze des Herrn Vessiot””) befriedigt diese eindeutige Function (x) 
eine algebraische Differentialgleichung mit in z rationalen Coeffieienten, die 
in der Bezeichnungsweise des Herrn Vessiot”””), Fundamentalsysteme von 
Integralen besitzt. — Denken wir uns die Function 


By. 9) = PR) 
dem Rationalitätsbereiche der Differentialgleichung (A.) adjungirt, so redueirt 
sich, wie Herr Vessiot7) gezeigt hat, die 'T'ransformationsgruppe @ von (A.) 
auf diejenige Untergruppe, bei deren Trransformationen R ungeändert bleibt, 
d.h. also auf H. Nach dieser Adjunction ist also jede rationale Differential- 


*) Hiernach wäre eine Bemerkung des Herrn Gino Fano, Rendiconti della Reale 
Accademia dei Lincei, T. IV, 1, S. 204 oben, zu berichtigen. Vergl. Handbuch ete. 
Bd. II, 1, S. 101. 

") Theses (Paris, 1592), Deuxieme partie, Chap. Il, 2. 
“**) Ebenda, Chap. III, 6. 
7) Ebenda, Chap. V, 1. 
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funetion der g,,. 
ungeändert bleibt, auch rational bekannt, d. h. die Differentialgleichung (A.) 
verhält sich wie eine Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse. 
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.., 9, die bei den Substitutionen der Monodromiegruppe 


Wir haben demnach das Theorem: 


III. Adjungirt man dem Rationalitätsbereiche einer beliebigen linearen 


Differentialgleichung (A.) mit rationalen Coefficienten, deren 
zu den einzelnen Verzweigungspunkten «ehörige Fundamental- 
gleichungen nur Wurzeln vom absoluten Betrage Eins besitzen, 
eine gewisse eindeutige Function, die einer algebraischen Differential- 
gleichung mit rationalen Coeffieienten und mit Fundamentalsystemen 
von Integralen genüge leistet, so redueirt sich die Transformations- 
gruppe dieser Differentialgleichung auf die engste algebraische 
Gruppe, in welcher die Monodromiegruppe von (A.) enthalten ist; 
jede rationale Differentialfunetion der Elemente eines Fundamental- 
systems, die eindeutig ist, wird rational bekannt, die Differential- 
gleichung (A.) erhält also durch diese Adjunction den Charakter 
einer Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse. 
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Drei Briefe Aronholds an Hesse. 


(Von Herrn S. Gundelfinger in Darmstadt.) 


Die drei folgenden Briefe sind Tagebüchern Hesses aus den Jahren 
1848—49 (Manuskripte der Königl. Techn. Hochschule zu München, III: 7) 
und 1850—51 (Manuskripte 111:8) entnommen, die mir als Mitherausgeber 
der Werke Hesses von Herrn Professor Dyek in München im Frühjahr 1896 
auf einige Wochen zur Verfügung gestellt waren. Dieselben werden hier 
nach eingeholter Erlaubniss des Herrn Gerichtsassessors Dr. Aronhold in 
Berlin der Oeffentlichkeit übergeben, da sie zusammen mit den beiden 
wichtigen, durch Herrn Professor Lampe veröffentlichten Schreiben Aronholds 
an Richelot”) einen Gesammteinblick in die Entstehungsweise der Sätze 
Aronholds über die Invariantentheorie gewähren. Die drei Schreiben an 
Hesse zeigen, dass Aronhold als Ausgangspunkt die Geometrie unter Ein- 
fluss von Hesse, Moebius, Plücker genommen hat, aber sehr bald, angeregt 
durch Eisenstein und Cayley, im Laufe von sieben Monaten (man vergleiche 
l. e. Brief an Richelot vom 29. Sept. 1850) zu den fundamentalen Differential- 
gleichungen der Invariantentheorie gelangte. 


I. 


Ew. Hochwohlgeboren, 
erlaube ich mir die beiliegende Abhandlung [1.]"*) mit der ergebensten Bitte 
zu übersenden, dieselbe einer geneigten Ansicht zu würdigen. Gleichzeitig 


*) Archiv der Math. u. Phys. Herausgeg. von E. Lampe, W. Franz Mayer, 
E. Jahnke. 1.S. S. 33—43. 

**) Die Ziffern beziehen sich auf die von mir gegebenen Erläuterungen am 
Ende jedes Briefes. Gf. 
Q# 
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bin ich so frei Ihnen einen Wunsch vorzutragen, dessen Erfüllung mir ebenso- 
viel Freude verursachen, als es mir zur hohen Ehre gereichen würde, wenn 
Sie mich derselben würdig erachten wollten, und welcher darin besteht, 
dass Ew. Hochwohlgeboren die freundliche Beziehung, in welcher ich zu 
Ihnen in Königsberg gestanden, durch eine wissenschaftliche Correspondenz 
rege zu erhalten sich geneigt finden möchten. Wenn mich die Beweise 
Ihrer Güte und des Wohlwollens, daran ich mich in Königsberg zu er- 
freuen hatte, auch schon früher zu dieser Bitte hätten ermuthigen können; 
so glaubte ich dieselbe doch nicht früher wagen zu dürfen, als bis ich 
Ihnen ein Zeugniss meiner Thätigkeit vorlegen konnte. — Ew. Hoch- 
wohlgeboren werden aus dem Anliegenden sich überzeugen, dass nicht 
allein Ihr mündlicher Vortrag, sondern auch Ihre der Oeffentlichkeit über- 
gebenen Arbeiten mir zur Belehrung dienten. Von der Vorzüglichkeit der- 
selben durchdrungen, versuchte ich meine geringen wissenschaftlichen Kräfte, 
um auf auf dem von Ihnen vorgezeichneten Wege weiter zu gehen, und 
so vielleicht in diesem interessanten Gebiete der Mathematik einen Fortschritt 
bewirken zu können. 

Wenn mir auch dieses wenig gelungen sein mag, und ich fühle, 
wie sehr ich um Ihre Milde bei der gütigen Beurtheilung des Dargebotenen 
bitten muss, so werden Sie doch aus demselben ersehen, dass ich mich 
vielfach mit dem Gegenstand beschäftigt und auf das Studium Ihrer Theorien 
allen Fleiss verwendet habe, der mich für das Verständniss derselben fähig 
machen könnte. 

Leider sind meine äusseren Verhältnisse noch nieht von der Art, dass 
ich zu einer festen Stellung im Leben gelangen konnte und wenn die täg- 
liche Mühe den Lebensunterhalt zu erwerben auf meine wissenschaftlichen 
Bestrebungen einen niederdrückenden Einfluss ausübt, so macht sie es 
vollends unmöglich diejenigen Verpflichtungen zu erfüllen, an welche ich 
mich beim Eintritt in eine bessere Lage für gebunden erachte. 

Ew. Hochwohlgeboren würden mich unendlich erfreuen, wenn Sie 
dureh Beantwortung des Gegenwärtigen mich einer gütigen Berücksichtigung 
nicht ganz unwürdig erachten wollten. 

Genehmigen Ew. Hochwohlgeboren den Ausdruck der voll&kommensten 
HHochachtung 

Ihres ergebensten 
Berlin, den 1. October 1849. S. Aronhold. 
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Wenn ich Ew. Hochwohlgeboren Geduld noch auf kurze Zeit in 
Anspruch nehmen darf, so würde ich es durch die folgende Mittheilung 
thun, welche in der Abhandlung nicht enthalten ist. 

Ich beziehe mich hiebei auf Ihre Abhandlung des 28. Bandes [2.| 
und benutze die Verbindungen aus den Coeffieienten der homogenen Funetion 
dritten Grades von drei Variabeln, welche ich in meiner Abhandlung durch 
S, T, R bezeichnet habe, wovon die letztere mit der von Ihnen so bezeichneten 
Funetion bis auf einen Zahlenfactor übereinstimmt. Wenn man die gegebene 
Funetion in die folgende transformiren will: 


ytyty+tbnyıy: 9; 


so kann man zur Bestimmung von n die Gleichungen 56) Ihrer Abhandlung 
[3.] benutzen, welche durcheinander dividirt, die folgende geben: 


d Re 
3 = Ö’r'n 


d 
Ö 


die Determinante r der Substitutionseoeffieienten bestimmt ist. deren Werthe 
Sie angegeben haben. 


so dass rn durch die Wurzel — der biquadratischen Gleichung und durch 


0 
15 


Wenn man aber nr durch die ursprünglichen Coefficienten direct aus- 
drückt, so gelangt man zu einem viel einfacheren Resultate, als es dem 
Anschein nach möglich ist. Sie haben auseinandergesetzt, dass es eigentlich 
12 'Transformationen giebt, von denen aber nur 4 wesentlich sind, da immer 
drei nur durch die dritten Wurzeln der Einheit sich von einander unter- 
scheiden. Der Werth für n hängt demnach von einer Gleichung des 
12. Grades ab, die in 3 biquadratische zerlegbar ist, welche sich nur dureh 
die dritten Wurzeln 1,%,%° der Einheit unterscheiden und zwar sind diese 
Gleichungen die folgenden: [4.] 


3 3 
4A YR-n"-8Sn’-4 VR-n-S=0 


| 1 
| 


3 3 
4k YR-n!—8Sn’—AKYR-n—S = 0 
3 3 
AKYR-n"—-8Sn’—Ak YR:n-S= (0 


Man kann den Werth für r’ auf ähnliche Weise durch eine in 4 biquadratische 
Gleichungen zerfällbare Gleichung des 12. Grades darstellen, nämlich: [5.) 












































S. Gundelfinger, drei Briefe Aronholds an Hesse. 


3 3 
27(r—18 YR(r’’+8T)— YR = 


a 3 
27 —18k YRer’+STer)— KYyR’ = 0 


27 (r’ — 186 YR (r) +8T(r) — k YR' = 0) 
Alle Gleichungen sowohl für zn als für r” sind speciellen Charakters, und 
ähnlich der biquadratischen, die ich in der Abhandlung diseutirt habe. — 
Für die Geometrie findet in Bezug auf die Funetionen S und T der folgende 
Satz Statt: 
Wenn die Gleichungen 
S=0 T=0 


. . . . + . 
zwischen den Coeffieienten der Gleichung einer "Curve dritten Grades er- 


füllt sind, so hat die Curve einen Rückkehrpunkt und umgekehrt. — Da 
ferner jeder Rückkehrpunkt gleichzeitig ein Doppelpunkt ist, und 
R= 0 


die Bedingungsgleichung ist, dass die Curve einen Doppelpunkt hat, so folgt 
schon hieraus, dass für S=0 und T= 0 auch R verschwinden muss, was 
aus der in meiner Abhandlung angegebenen Form für AR hervorgeht. 


Anmerkungen. 
11.) C£. dieses Journal Bd. 39 S. 140—160. 
12.) Ibid. Bd. 28 8. 68— 107. 
[3.] Ibid. Bd. 28 8. 91. 
|4.| Setzt man 
G = 1487’, H = 4n(n’—1), 
so wird 
R T-s @ RG 
a A a 
oder 
R"4n ("—1)—S(1-+ 80°) = 0. g. e.d. 


I9.] Die hier angewandte Bezeichnung von r stimmt überein mit der 
von Hesse in Bd. 28 dieses Journals S. 91 angegebenen. Aronhold 
hat in Bd. 55 S. 161 dieselbe Grösse durch r"' bezeichnet, so 
dass man hat: 


r"R=(1+48n°), r" T= 8n’+20n’—1. 
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Hieraus 


und 
rT=S ("Rh +5 (et R"—D)-1, 


oder geordnet: 


II. 
Hochgeehrter Herr Professor! 

Obwohl Ihr geehrtes Schreiben fast seit 4 Wochen in meinem Be- 
sitze sich befindet, so wollte ich dasselbe doch nicht früher beantworten, 
als bis ich die Abhandlung erhalten hätte, über welche Sie Auskunft ver- 
langen. Ich kann Ihnen jetzt Berieht darüber erstatten, erlaube mir jedoch 
zuvor die Französische Strasse No. 10 als meine Adresse zu bezeichnen, 
um nicht wieder den Willen mit der That zu verwechseln, was mir im 
vorigen Schreiben begegnet ist, und was ich Sie gütigst zu entschuldigen 
bitte. Ich hatte während des Schreibens daran gedacht und am Ende es 
doch vergessen. Aus einer Aeusserung Jacobis glaube ich entnehmen zu 
können, dass Ihr geehrtes Schreiben sich schon längere Zeit hier befand, 
noch bevor ich es erhielt und ich bedauere um so mehr, dass die Beant- 
wortung desselben durch den langen Weg, den man zuweilen machen muss, 
um ein Buch aus der Königl. Bibliothek zu erhalten, sich noch mehr ver- 
zögert hat. 

Die günstige Beurtheilung, welche Sie meiner Arbeit gütigst zu Theil 
werden liessen, ist mir eine Ermuthigung meine Kräfte weiter anzustrengen, 
um zu dem Bau, an welchem so viele der tüchtigsten Männer arbeiten, 
vielleicht auch etwas beitragen zu können, wenn es auch nur ein Geringes 
sein sollte. 

Ich danke Ihnen herzlichst dafür, sowie für Ihre freundlichen Wünsche 
in Betreff meiner Zukunft. Ihre gütige Bereitwilligkeit, wissenschaftliche 
Mittheilungen mit mir auszuwechseln, hat mich lebhaft erfreut und ich bitte 
um Ihre gütige Nachsicht, wenn die Erfolge meiner Studien Ihnen das 
Interesse nicht gewähren können, welches Ihre wissenschaftlichen Leistungen 
mir einzuflössen im Stande sind. 
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Ihren Gruss habe ich Steiner überbracht. Den kleinen Krieg mit 
ihm dürften Sie weniger ernst nehmen. Er ist zu sehr Hypochonder, als 
dass er von dem abgehen sollte, was er sich einmal in den Kopf gesetzt 
hat. Er scheint sich schon durch Ihre früheren Arbeiten verletzt zu fühlen, 
wie überhaupt durch die der Analytiker, und es ist besonders Plücker, den 
er gründlich hasst, und welcher wohl seine geringe Zärtlichkeit für die 
Analysis hevorgerufen hat. Uebrigens dürfte Steiner seine wichtigsten Ent- 
deckungen immer publieirt haben und nur neue Methoden für die Behandlung 
bekannter Probleme in seinen Manuskripten zurückbehalten. Von dem 
Probleme der Wendepunkte für Curven vierten Grades hat er oft gesagt, 
dass er daraus „nichts Gescheidtes“ machen kann. Es scheint überhaupt 
die Synthesis der Gränze nahe zu sein, wo sie ohne die Hülfe der Analysis 
nicht weiter kommen kann. Vielleicht irre ich mich, wenn ich aus dem 
Umstande, dass Steiner recht gerne analytische Resultate benutzt, einige 
Gründe für die Behauptung entnehmen kann. 

Die Anwendung der in Ihrem werthen Schreiben erwähnten Form 
der Funetionen vierten Grades auf das Problem der Doppeltangenten über- 
sehe ich noch nicht, es wird mir indessen wohl gelingen, wenn ich die 
Form mehr durchdacht habe. [l1.] In den Versuchen, die ich machte, um 
die Probleme der Funetionen dritten Grades zu verallgemeinern, strebte ich 
immer dahin, aus gegebenen Formen der Componenten charakteristische 
Verbindungen zusammenzusetzen, wie letztere auch ausfallen mochten, 
während Sie, wenn ich Sie richtig verstanden habe, mehr Werth auf die 
Determinantenform legen, und es dahin gestellt sein lassen, welche Compo- 
nenten dabei zur Anwendung kommen. Aus diesem Grunde war es mir 
eine ebenso neue, wie interessante Bemerkung, dass die gewöhnliche Deter- 
minantenform für das Problem der Doppeltangenten wichtig ist. Man kann 
die Funetionen vierten Grades von drei Variablen auf andere Formen 
bringen, welche viele Eigenschaften mit den Determinanten gemeinschaftlich 
haben und auch auf diesem Wege zu den Doppeltangenten gelangen. Ich 
habe hiezu verschiedene Vorschläge, deren vollständige Ausführung ich 
mir für die Zukunft aufbewahre. Eine sehr ausgedehnte Anwendung der 
Funetionen S und T leitet mich hiebei vorzugsweise, diese treten bei den 
Uurven vierten Grades hervor, wenn man ihre Polareurven dritten Grades 
betrachtet. [2.] 


Ich werde mir hierüber in der Folge nähere Mittheilungen erlauben, 
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wenn ich Ihnen erst die Richtung meiner jetzigen Untersuchungen ange- 
geben habe, was den Raum dieses Briefes in Anspruch nehmen dürfte. 

Im Journal „The Cambridge (and Dublin) Mathematical Journal 
Vol, V. oder neue Folge Vol. I. 1846. S. 97“, welches ich vor einigen 
Tagen endlich erhalten habe, befindet sich die Cayleysche Darstellung der 
Curven dritten Grades in Liniencoordinaten. Cayley hat sogar die mit der 
Ihrigen übereinstimmende resultirende Systemsdeterminante vollständig be- 
rechnet, und sie nimmt den Raum von zwei ÖOctavseiten in ea. 80 Zeilen 
ein. Indessen dürfte der Nutzen, den die Zerlegung der Funetion in ihre 
kleinsten Elemente gewährt, sehr gering sein, da man mit einer so grossen 
Form nicht weiter operiren kann. Ob sich die für die Beantwortung viele: 
Fragen sehr wichtige Determinantenform zur Darstellung der Eliminations- 
resultate in letzter Instanz immer eienet, kann überhaupt bezweifelt werden: 
da auch die Elementarfunetionen, aus denen die Eliminationsresultate sich 
zusammen setzen lassen, und deren Beibehaltung zweekmässig ist, aufgelös 
erscheinen. Anders stellt es sich freilich heraus, wenn es möglich ist. das 
Eliminationsresultat als eine solche Determinante anzugeben. deren (ompo- 
nenten die charakteristischen Elementarfunetionen sind. Die Darstellung 
der Fundamentalverbindungen überhaupt ist der wesentlichste Thei 
ausführlichen Abhandlung, und ich setze auch aus solchen die geı 
Funetion sechsten Grades zusammen, ohne die Systemsdeterminante benutzen 
zu dürfen. Die erhaltene Form eignet sich auch zu weiteren Üperatioı 
da sie eine geschlossene ist, und ich würde sie Ihnen gerne angeben, wenn 
ich wüsste, dass es Ihnen wegen Ihrer noch zu publieirenden Abhandlung 
darüber nicht unangenehm wäre. Auch die Darstellung der analogen Funetion 
zwölften Grades für die Curven vierten Grades ist durch Elementarver- 
bindungen ohne Benutzung einer Determinante möglich und ich erhalte eiı 
nicht uninteressante Endform für dieselbe. 

Die Basis für Untersuchungen dieser Art entnehme ich aus der 
Transformation durch lineäre Substitutionen oder geometrisch durch Be- 
nutzung der Üentralperspeetive, welches Kapitel, trotz seiner vielfältigen 
Anwendung immer noch nicht ganz ausgebeutet ist. Schon Nerrton hat die 
Bemerkung gemacht, dass nicht alle Curven dritten Grades in ein und dem- 
selben Kegel dritten Grades sich befinden. Wenn daher /=0, /,=(0 zwei 
beliebige Curven »-ten Grades bezeichnen, wo » >2 ist, so kann man 
nach den Bedingungen zwischen den Coeffcienten von f und f, fragen. damit 
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beide durch Centralperspeetive in einander übergehen können, oder um mich 
deutlicher auszudrücken, damit es möglich ist, einen Augenpunkt und eine 
Lage der einen Curve im Raume zu finden, so dass vom ersteren aus die 
eine Curve als Projeetion der anderen erscheint. Es ist bekannt, dass 
analytisch das Problem darauf hinauskömmt, durch lineäre Substitutionen 
eine homogene Funetion des n-ten Grades in eine andere gegebene zu 
transformiren, und es handelt sich hier darum, die Relationen zwischen den 
Uoeffiecienten zweier allgemeinen Funectionen zu kennen, damit dies möglich 


sei. Man kann das Problem analytisch auf jede Anzahl von Variabeln 
os . ur [ . y . n+]1 n+t2 » * 
ausdehnen. Für drei Variabeln hat die Function "+ ne in . Öoefficienten, 
und es giebt 9 Substitutionscoefficienten, man erhält daher zwischen den 
Coefficienten der gegebenen beiden Functionen und den 9 Substitutions- 


(n+ Yan h (n-+ ufe +2) _ 9 


us “ 2 . ”* 
coefficienten ) Gleichungen, aus welchen sie 


Bedingungen ergeben, wenn man sich die Substitutionscoefficienten eliminirt 
denkt. Für die Curven dritten Grades erhält man daher nur eine Bedingungs- 
gleichung und diese ist S;T’—S’T;=(0, indem man aus den Gleichungen 
(19.) und (22.) meiner Abhandlung: S,= r*S, T,=r"’T die Grösse r elimi- 
nirt. Die Wichtigkeit dieser Relation besteht darin, dass man die Bildung 
aller Verbindungen wie R daraus gewinnt. Hiezu hat man sich nur eine 
transformirte Form zu verschaffen, für welche AR verschwindet, was in der 
Regel sehr leicht ist. Eine solche ist z. B. 


er 


yıt y + bryıyays. 
für diese erhält man 
S,=4nt, T,=8n°, 
daher 
0=S;T-S’T, = 64n"(T-—-S°) 
und da rı nicht verschwindet, so muss mit R auch T’— S’ verschwinden, 
woraus R= T’—S’ folgt, weil die Function vom zwölften Grade ist. Ferner 
ist die Relation zur Ermittelung der Coefficienten der transformirten Form 
wichtig, denn wenn man die Function in y+y2+y3 + Ö6ny,y,y, transformiren 
will, so erhält man 
S,=4n'!—4An, T,=8n"+20n’—1, 
was die Gleichung 


®T-S’T} = (An—-An?T- En’ + W118 = 0 
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giebt, welche sich in drei biquadratischen Faetoren zerlegen lässt, wie ich 
in meinem vorigen Schreiben angegeben habe. Auf dem angegebenen 
Wege habe ich mehrere wichtige Verbindungen wie S, und T, in Nr. 44 
meiner Abhandlung ermittelt. 

Hierdurch kann man Probleme, welche von anderer Seite her be- 
trachtet schwierig erscheinen, leicht iösen, wenn man erst im Besitze der 
Gesetze sich befindet, nach welchem die Fundamentalverbindungen gebildet 
werden. Andererseits ergeben sich daraus geometrische Sätze für die An- 
wendung der Centralperspective und für die Curven überhaupt. Die Ver- 
bindungen in jedem Falle zu ermitteln ist das Ziel meiner Untersuchungen, 
es scheint Jedoch nicht zweckmässig zu sein aus den genannten ERBEN 


) 


Gleichungen die Substitutionscoefficienten zu eliminiren. Einige der ent- 
sprechenden Verbindungen für die Funetionen vierten Grades, sowie die 
Resultate für die des dritten Grades habe ich durch einfachere Mittel ge- 
wonnen, die Betrachtung des Eliminationsproblems ist jedoch fir viele 
Fragen wichtig und entscheidend. 

Die Functionen, welche den S und T analog sind, bilden nur eine Klasse 
der wichtigen Verbindungen, auf diese allein haben Cayley und andere ihre 
Aufmerksamkeit gerichtet; späterhin [3.] hat Eisenstein in Folge der Cayley- 
schen Untersuchungen, die sich jedoch nur auf Funetionen von zwei Variabeln 
erstrecken, die Aufgabe gestellt, solche Verbindungen aus den Coefficienten 
der transformirten Form einer homogenen Function zu bilden, welche sich 
in zwei Factoren zerfällen lassen, von denen der eine eine Potenz der Deter- 
minante der Substitutionscoeffieienten ist, während der andere die analoge 
Verbindung der ursprünglichen Form wird. (Crelles Journal, Bd. 35. Auf- 
gabe.) Aus der bekannten Bedingungsgleichung, dass eine algebraische 
Gleichung zwei gleiche Wurzeln besitze, welehe Bedingungsgleiehung immer 
die genannte Transformationseigenschaft hat, und aus der von Boole her- 
rührenden Bemerkung Cayleys im 30. Bd. S. 19, dass die in Rede stehende 
Bedingung für die biquadratische Gleichung aus der Summe von zwei Ver- 
bindungen besteht, die für sich die definirte Eigenschaft haben, war es leicht 
den Schluss zu ziehen, dass Aehnliches für Funetionen von mehr Variabeln 
gelten würde und dies veranlasste die Eisensteinsche Aufgabe. Eisenstein 
nennt die Verbindungen „Fundamentaldeterminanten“, ich werde diese Be- 
nennung in der Folge beibehalten. 


9* 
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Eine klare Vorstellung von der eigentlichen Wichtigkeit solcher 
Untersuchungen konnte ich aus dem Vorhandenen nicht gewinnen. Eine 
wiederholte und vielfältige Verarbeitung des durch die Funetionen dritten 
Grades dargebotenen Stoffes führte mich zu den Vorstellungen, die ich jetzt 
davon habe, und meistentheils Ihre Abhandlungen, sowie schon früher Ihre 
Vorlesungen führten mich auf den Weg, der die Geometrie zum Ausgangs- 
punkte nimmt. Wollen Sie meiner Versicherung Glauben schenken, dass 
ich mich oft Ihrer dankbarlichst hiebei erinnert habe. 

Für die Bedingungsgleichungen, dass zwei Öurven durch Central- 
perspective in einander übergehen, scheinen noch keine Untersuchungen 
vorhanden zu sein. Auch die Fundamentaldeterminanten betrachte ich von 
einer anderen Seite als das Eisensteinsche Problem es erfordert. Es ist mir 
nicht die angegebene Eigenschaft dieser Function so wichtig, wie die 
Gleichung S,—r'S = 0 als Eliminationsresultat, und ich denke mir dasselbe 
(n-+-1)(n-+ 2) 

> 


—_ 


hervorgehend aus den angegebenen Gleichungen, wenn man 


noch die Gleichung F+ xx” x) = r hinzufügt, in welcher =”... die 
Substitutionscoeffieienten bezeichnen, während r eine gegebene Constante ist. 
Man erhält auf diese Weise für den dritten Grad elf Gleichungen mit neun 
Unbekannten. Bei dieser Darstellungsweise liegt es auf der Hand, dass 
man statt der Determinante jede andere Function der Substitutionseoefficienten 
einer gegebenen Gonstanten gleichsetzen könnte, wodurch man zu anderen 
Verbindungen gelangt und mehreren, wenn man mehr ähnliche Bedingungs- 
gleichungen hinzufügt. Hierdurch tritt die wesentliche Veränderung ein, 
dass man von den resultirenden Gleichungen nicht gerade zu verlangen 
braucht, dass sie in Bezug auf r reine seien, wie S,—r!S=0 eine reine 
biquadratische Gleiehung ist. Dass Letzteres stattfindet, ist sehr wünschens- 
werth, und es ist gar keine Frage, dass solche Verbindungen andern 
vorzuziehen sind; wenn aber die Natur eines Problems keine reine Gleichung 
erfordert, so wird man vergebliche Mühe auf ihre Ermittelung verwenden. 
Die vorhandene Betrachtungsweise hat mehr zahlentheoretische Richtung, die 
angegebene erfordert den algebraischen oder geometrischen Standpunkt. |[4.| 

Die angegebenen Principien habe ich noch verallgemeinert, und ich 
werde mir in der Zukunft nähere Mittheilungen darüber erlauben. Ich er- 
halte dann die vorhin genannten Funetionen sechsten und zwölften Grades, 
welche die Darstellung der Curven dritten und vierten Grades in Linien- 
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coordinaten geben. Als Beispiel hierfür bietet sich ein Problem dar, welches 
Ihnen, wie ich aus Ihrer Abhandlung des 36, Bandes ersehe, nicht uninter- 
essant sein dürfte. 

Wenn ich Ihre Bezeichnung S. 154 beibehalte, so hängt die Lösung 
des siebzehnten Problems davon ab, die Grössen b,, b,, b, als Funetionen 
von 4,, &,, a; und den Üonstanten von vo darzustellen. Da diese irrational 
sind, so wird es zunächst wichtig sein, die umgekehrte Aufgabe zu lösen, 
nämlich die Grössen a, als Funetionen der 5b, und der ÜCoeffieienten von ® 
darzustellen, was auf rationale Ausdrücke führt und erreicht wird, wenn man 
v auf die Form bringt 

v+(axzı +2 + a;,0;) (b,2, + br, + b;r; 
wo y eine in drei lineare Factoren zerlegbare Function ist. Dieses Problem 
befindet sich auch im Plücker, aber wie gewöhnlich unausgeführt. Um den 
semeinschaftlichen Nenner /' zu vermeiden, sei v-/' der vorhin genannten 
Form gleich. Ich habe die Coeffieienten derselben in ihrer, wie ich glaube, 
einfachsten und schliesslichen Endform dargestellt und finde, dass in Bezug 
auf 5b,, d,, b, die Grössen a, homogen und vom vierten (Grade, die Üoeffi- 
cienten von w homogen und vom sechsten Grade sind, ferner in Bezug auf 
die Coeffiecienten von e alle homoren und vom fünften Grade, und dass der 
semeinschaftliche Nenner /' die in Linieneoordinaten transtormirte Funetion 
e ist, wenn man statt der Coordinaten b5,, 5,. b, substituirt. 5.) Für die 
Untersuchungen dieser Art erhalte ich aus den angegebenen Prineipien einen 
sehr wichtigen Satz, welcher sich bei drei Variabeln auf die Curven bezieht, 
die mit zwei gegebenen gleichzeitig durch Uentralperspective in einander 
übergehen, oder um mich deutlicher auszudrücken, wenn f= U dureh Uentral- 
perspective in fi = 0 übergeht, so giebt es auch Uurven wie /Sf=0 und 
ISf,=V0 die gleichzeitig in einander übergehen. Für die Funetionen dritten 
Grades auch für höhere ist immer die Funetionaldeterminante von dieser 
Natur, daher auch 74f, und für den dritten Grad haben Sie das Letztere 
dadurch bewiesen, dass sie die Form af+b5bJ4f für SJIf angegeben haben. 
Für diese Function versteht es sich immer von selbst. Es giebt aber noch 
viele andere und man kann fragen, welches ist die grösstmöglichste Anzahl 
derjenigen, aus welchen sich die übrigen zusammensetzen lassen? Wenn 
man das Problem auf beliebig viele Variabeln ausdehnt, so finde ich, dass 
die Anzahl dieser Funetionen unabhängig ist von dem Grade von / und 
der Anzahl der Variabeln gleich ist, wenn man / selbst zu den Funetionen 
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hinzuzählt. Es geht hieraus hervor, dass sich auch für Curven »-ten Grades 
S4f aus f, ff und einer dritten zusammensetzen lässt. Ob dieses schon 
aus f und Zf allein möglich ist, folgt aus diesem Satze nicht, es könnte 
aber der Üoefficient der dritten Function der Null gleich sein, wodurch 
der Satz immer noch bestehen bleibt, wie es für den dritten Grad wirklich 
der Fall ist. 

Für die Curven und Flächen entsteht nun die Fundamentalaufgabe, 
die einfachsten beiden Functionen im ersten, und die einfachsten drei 
Funetionen im zweiten Falle zu kennen, welche zu f hinzugefügt, das 
System derjenigen geben, aus welchen sich die übrigen zusammensetzen 
lassen. Einfachste Funetionen nenne ich diejenigen, welche sowohl in Bezug 
auf die CUonstanten von f, als in Bezug auf die Variabeln vom niedrigsten 
(srade sind. Es versteht sich von selbst, dass die in Rede stehenden Funetionen 
in doppelter Anzahl vorhanden sind, je nachdem man die Basis f in Punkt- 
oder Liniencoordinaten darstellt, und die einfachste derselben in Punkt- 
coordinaten ist nicht gleichzeitig die einfachste, wenn man sie in Linien- 
coordinaten transformirt hat. In meiner Abhandlung gebe ich die voll- 
ständige Darstellung des Problems für die Curven dritten Grades. Man 
erhält hier ausser f und /f noch eine dritte Function #f. Eine beliebige 
dieser Funetionen kann man sich leicht verschaffen, es frägt sich nur, welches 
die einfachste derselben ist. Ich halte für eine solche eine Function 
sechsten Grades, deren Coefficienten vom achten Grade sind. Der sechste 
Grad der Variabeln ist nothwendig und es könnte höchstens #f die 
Form haben 

of=Af’+2Bf4df+C4d4f+D.Hf, 
wo A, B, C, D Funetionen der Coefficienten von f allein sind, und Hf eine 
neue Function des sechsten Grades bezeichnet, welche einfacher wäre als 
9f. Indessen finde ich für Hf nur Functionen, welche ebenso complieirt 


sind oder noch mehr als #f. [6.] Bezeichnet man 1 te durch f" (z,,,), 
x 4 


Peg durch f'z,, ferner durch U“ die doppelten partiellen Determinanten 


aus den Grössen f" (x,,z,), so dass z. B. 
3 U"=f'(@,2)f (8, 2) —f" (@, 2)f (©, %;), 
U" =f (a,2)f (a, 2) -f (8,8) f (ar, 8) 


u. s. w. ist, so erhält man 
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) or or 9 
d=— 24-—-: = '-— = ZU”.f' (x), 
[ ram Om OR Ur f (u) 
und of=23-U”’.dfx,.Af'z, 
dAf 
wenn Sf'x, ebenfalls = 1 öz, }St; und nimmt man an, dass durch Ver- 
“ % 


tauschung von If" (z,,x;) mit f"(z,,x,), U** in V** übergeht, so ist die 
Function Hf= EV” f x,f x, gleichzeitig brauchbar, aber nicht einfacher als 
Af und es ist #f=2Sf-4f—2TAf’+Hf. Die Function FZU”’fx, fx; 
wäre einfacher, sie ist aber aus f und Sf zusammengesetzt, wie Sie sich 
leicht überzeugen können. 

Eine Anwendung hievon bietet sich bei der Ermittelung der Gleichung 
dar, welche das Produet der neun Wendetangentengleichungen liefert. Diese 
sei Wf=0(, so ist Wf vom neunten Grade, und weil sie sich aus f, If, #f 
zusammensetzen lassen muss, von der Form 

Wf=Af’+3Bf’-4f+3Cf-4+DAf +Of(E:f+G-Af) 
und man findet 

Wf=27:f:0f- 72:.S-f-Af-4f, 
oder wenn man Hf einführt 
Wf= - 54f-Hf—- 54T-f’ — 188S-f'-4f— 4f". 

Es wird Ihnen nicht uninteressant sein, einige geometrische Sätze aus 
den vorstehenden Formen zu entnehmen, deren Vervollständigung erst durch 
die entsprechenden Verbindungen in Liniencoordinaten möglich ist. Ich 
fürchte die Gränzen eines Briefes zu überschreiten, wenn ich hierauf, sowie 
auf die nähere Discussion der Functionen #f, Hf und ähnliche eingehen 
wollte, da ich ihre Geduld schon zu sehr in Anspruch genommen habe. 

Es bleibt mir noch übrig, Sie auf einen Druckfehler meiner Ab- 
handlung aufmerksam zu machen. In der ersten Formel S. 17, in welcher 
die Grössen g,,,. als Funetionen der p,,, dargestellt sind, hat der Setzer 
die sämmtlichen obern Indices der Ausdrücke (a,a,)"‘ mit den untern 
vertauscht. 

Ausserdem ersuche ich Sie zur Darstellung von T lieber die Vertical- 
zeilen des Systems 20. S. 14 zu nehmen. Wegen eines, vielleicht unbe- 
gründeten Bedenkens, zu dessen Erledigung ich mir noch keine Zeit 
nehmen konnte, und welches sich auf die Gleichung r, ‚= 7, , bezieht, habe ich 
augenblicklich für die Horizontalzeilen nicht dieselbe Sicherheit, welche für 
die Verticalzeilen vorhanden ist. [7.) 
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Ihren gütigen Mittheilungen sehe ich mit grosser Spannung entgegen, : 
und Sie würden mich sehr erfreuen, wenn Sie geneigt wären, die hiezu zu 2 
verwendende Mussestunde auf eine nicht zu ferne Zeit zu verlegen, und 
wollen Sie der Ungunst der angegebenen äusseren Umstände es geneigtest 
zur Last legen, dass ein so langer Zeitraum zwischen Ihrem werthen 
Schreiben und dem heutigen Tage möglich wurde. 
In vollkommenster Hochachtung 
Berlin, den 18. December 1849. 
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Ihr 
S. Aronhold. 
Herrn Professor Richelot bitte ich gefälligst zu grüssen, und mitzu- 
theilen, dass ich sehr bald an ihn schreiben werde. 


Anmerkungen. 

1.] Man vergleiche hierzu die Arbeit Hesses „Ueber die Doppel- 
tangenten der Uurven vierter Ordnung.“ Bd. 49 dieses Journals 
S. 279ff. Ferner Aronhold: Berliner Monatsberichte 1864- 8. 499. 

[2.| Die Durchführung dieses Gedankens kann man bei Clebsch in 
Bd. 59 dieses Journals SS. 40—44 vergleichen. 

I3.] Es dürfte als sicher anzunehmen sein, dass im Gegentheil Eisenstein 
durch seine Arbeiten über binäre eubische Formen (Dieses Journal 
Bd. 27, 8. 319 ff.) „Cayley und Andere“ zu ihren Untersuchungen 
angeregt hat. Die von Eisenstein gestellte Aufgabe befindet sich 
in diesem Journal Bd. 35, 8. 275. 

[4] Cf. Jacobis "Theorie der Centralprojeetion, dieses Journal, Bd. 8 
S. 338ff. Vielleicht hat auch Möbius Einfluss geübt. 

[5.] Die hier von Aronhold angeregte Aufgabe ist von dem Heraus- 

geber dieses Schreibens im Jahre 1874 (Math. Ann. Bd. 8 S. 143) 

gelöst worden. Unter Anwendung der daselbst gegebenen Be- 
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das Product aus den Gleichungen der drei Tangenten an die 
Grundeurve f in deren Schnittpunkten mit 

u.zus +2, +0, = 0 
von der Form fF—- Au; = 0, sodass also A=0 die „Begleiterin“ 
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von u,=0 ist. Da überdies A,,,,+ = @(z4) (zA+4M), so bilden 
säümmtliche Begleiterinnen einer festen Geraden u, x, +2, + u, x, = 0) 
in Bezug auf den Büschel zf+3.4=0 einen zu diesem projectiven 
Strahlenbüschel. (l. ce. p. 142). 

[6.] Eine wichtigere Covariante als die Arorholdsche #f ist bekanntlich 
die Brioschische Combinante sechsten Grades w. 


=] 


| Die Bedenken Aronholds waren nicht gerechtfertigt. fr. Dieses 
Journal, Bd. 55 8. 159. 


[ 


II. 
Berlin, den 7. Februar 50. [1.] 
Hochgeehrter Herr Professor! 

Aus Ihrem werthen Schreiben entnehme ich. dass meine Darstellungen 
im Crelleschen Journale nicht so klar sind, wie ich wünschte. Ich fühlte das 
schon selbst und wollte Sie bitten, es der Erstlingsarbeit zu Gute zu halten. 
Um Ihnen nun schon früher als Herr Crelle für gut findet, eine bessere 
Einsicht in diese Entwickelungen zu verschaffen, habe ich vor einiger Zeit 
die beifolgende Darstellung der Funetionen S und T, sowie von S(af+b4If) 
meiner Abhandlung entnommen, um sie Ihnen bei Gelegenheit zu über- 
senden. Eine solche bietet sich heute dar. Da mir jedoch sowohl Raum 
als Zeit nur kärglich zugemessen sind, so erlaube ich mir nur noch folgende 
Bemerkungen: 

Aus den in meinem vorigen Schreiben entwickelten Prineipien gehen 
die meisten Darstellungen der T'heorie a posteriori hervor, welche man 
wenigstens am Hauptproblem a priori durchführen kann. Es lässt sich 
hiezu jeder Ausgangspunkt benutzen und ich wählte denjenigen, welcher 
gleichzeitig einer Verallgemeinerung fähig ist, nämlich die Bildung von 
A4(af+b4ff). Die anliegende Darstellung besteht aus zwei Theilen, aus 
dem als Fundamentaltheorem bezeichneten Satz, und dessen Anwendung. 
Die letztere ist ohne Kenntniss des Beweises des ersteren möglich, daher 
habe ich den Beweis späteren Mittheilungen vorbehalten, weil ich beides 
nicht zugleich in einem Briefe geben konnte. Das Theorem ist in sich ab- 
geschlossen und kann daher ganz für sich behandelt werden, und es ist 
interessanter zuvor die Anwendung desselben zu wissen. 

In Bezug auf Ihre gütige Mittheilung über die Gleichung 


w= au+be 
Journal für Mathematik Bd. CXXIV. Heft 1. 10 
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für Funetionen r-ten Grades bemerke ich, dass zwar Cayley im 34. Bande 
von Crelle, ich glaube 8. 36, [2] ........ die wahrscheinliche 
Richtigkeit des Satzes proclamirt hat, dass ich mich aber dadurch nicht 
irritiren liess, obwohl mir auch keine Beweise für das Gegentheil bekannt 
waren. Mein Standpunkt in der Sache geht so weit, dass ich nachweisen 
kann und zwar vermittelst der anliegenden Prineipien, dass wenn man die 
dritten Differentialquotienten von « ohne den Zahlenfactor, und aus ihnen S 
und T bildet, die ich dann durch S, und T, bezeichnen will, während 

u ou ou 
en, ee FRE 

I(8n—6) (dn— 7)}’ 
ist, unter allen Umständen die Gleichung gilt 

(Sn— 1) 4d4u=8(n—2) (3uS;—2Au-T,) + (n—5) Pu 

wo Fu eine neue Function ist, deren Zusammensetzung aus Elementar- 


funetionen mir bisher noch nicht gelungen ist, obwohl ich sie explieite 
bilden kann. 


63-4 


IJIu= — 


Aus Ihrer Angabe entnehme ich nun, dass Fu nicht die Form 
au + b4u enthalten kann, worüber ich bisher in Ungewissheit lebte. Die 
lechnung, welche Sie zum Beweise führen, ist mir bis jetzt nicht ganz 
gelungen. 

Entschuldigen Sie gütigst die Flüchtigkeit dieses Schreibens, und 
genehmigen Sie den Ausdruck der vollkommensten Hochachtung 

Ihres ergebensten 
S. Aronhold. 


Meine mathematischen Beschäftigungen haben mich bisher immer 


noch verhindert das Oberlehrerexamen zu machen. Ich bemerke dies wegen 
der Adresse Ihres Briefes. 


In der Folge werde ich mich einiger Umformungen und Bezeichnungen 
bedienen, die ich zunächst kurz anführen will. 
Die Bezeichungen 
(a a)”, (b b)”, (c ec)”, (b ce)”, (a ce)”, (a b)*‘, 
wenn qa,,, d,;, C,, die Ooefficienten von drei homogenen Functionen zweiten 
Grades dreier Variabeln sind, kann ich wohl von meiner Abhandlung her [3.] 


als bekannt voraussetzen. Durch (a be) soll die Function I (ab) c,, be- 
zeichnet werden, von der leicht ersichtlich ist, dass sie in Bezug auf die 
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drei Systeme a,,, b,,, €, $ymmetrisch ist, so dass 
(1.) (abe) = > (ab)* eG, >= = (ac)"b,; — be)” a, 


geschrieben werden kann. Diese Vertauschung ist besonders zu beachten, 
weil sie in der Folge häufig zur Anwendung kommt. 

n ’ > j4 N .. — ® 

Setzt man a,=b,,=c,, 80 geht (1.) über in 


(2.) (aaa) = 2 (aa)”a,, = 6: + a, '4,-4;; 


(2 + ist Determinantenzeichen), weil (aa)” die doppelten partiellen Deter- 


minanten der a,, sind, z. B. (aa) = 2 (aa, — 4,4;). 


#. > 


Wenn man (abe) nach der Uonstante a 


\ 


‚‚ allein differenzirt. so soll 


dies durch d, bezeichnet werden, die analoge Bedeutung hat d, und d., d be- 
deutet das totale Differential =d,+d,+d. Es ist demnach 


(3.) d,(abe) = 2 (be)da,, = Z(b,da)” c,, = &(c,da)”“b,, 
(wegen (1.)). 

(4.) d (abe) = Z(bc)”da,, + Z(ac)*"db,, + Z(ab)”de,,. 
mithin 

(3.) d (aac) = 2 FI (ac) da,,+ (aa) de 
und 

(6.) d.(aac) = 2 3(ac)” da,,., 
endlich 

(7.) d (aaa) = 38 (aa) da,,. 


Wenn die Coeffieienten a,,;, @,;. @;,, als die Systeme a,. a,. a, be- 
zeichnet werden, so sind die Funetionen (a,a,)* den angeführten (a5)* ent- 
sprechend. Ihre Anzahl beträgt 36, während sie nur von 10 Grössen a, 
abhängen. Hieraus geht hervor, dass zwischen denselben Relationen Statt 
finden, welche zu dem folgenden Fundamentaltheorem für die Functionen 


dritten Grades führen. 


u 


I. Wenn man durch 
U; U, U,; U,, Un; IE = Fin; Fans f A f YV 


zwei Systeme beliebiger Variabeln bezeichnet, welche den sechs lineären 
(Gleichungen 


VY.=(aa,) U.,+(aa)" U.+ (aa) U 
(8.) | e0 u. an o° u @, 


+ 2(a,a,)" U, +2(a,a,) U, + 2(a,a,)"U,. 
Genüge leisten, so bilden die Auflösungen dieses Systems nach den Grössen 
10* 
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U,,, nach Abtrennung eines Factors, der in Bezug auf die Coefficienten a 


„Ju 


vom achten Grade ist, das folgende System 


(9.) | Ss & U, . (a,u,) V.: + (a, a,). Fin + (a,a,)“ V;, 





+ 2(a,a,)"V3 + 2(a,a,)”V,,+ 2(a,a,)"V,., 

in welchem die Coefficienten sowohl dem Werthe nach, als in Bezug auf 
ihre Reihenfolge mit den Coefficienten des ursprünglichen Systems über- 
einslimmen. 

Hieraus gehen die sechs Darstellungen von S hervor, wenn man ($8.) 
in (9.) hineinsubstituirt, nämlich 

= I (a,a,)* (a,a,)*, S=2> (a,a,)" (a,,)‘ 
und überdies noch 
= > (a,a,)" (a„,)"", 

so oft e,o nicht o,, 0, gleich ist. Die vollständige Determinante des 
achten Systemes ist S’. [5.] 


Es sei 


u= 24,148. Tu; du=rv=>-b,.%,% LT 
ou o’u ov : ci 
u, u I U ,o zu 6 5 ns , V, u: EG Vo Er . 
5 02 ‘ ’OT,OTL, . om \ 02,0% 


so gilt folgender Satz: 
Il. Wenn man in dem System (8.) statt der Grössen U,, die ent- 
sprechenden u,, substituirt, so gehen gleichzeitig die Grössen V,, in v,, über. 
Hieraus geht dann hervor, dass dasselbe für das System (9.) gilt. 
Zum Beweise ist zu bemerken, dass 
v=6bF + u Un U, = I (un) u,, 
wegen (2.) ist, wenn man dort statt der Grössen a,, die Grössen «,, setzt. 
Hieraus folgt wegen (7.) 
de = 3 (uu)” du,, = 3 (nu) (a,,dx,+a,,,dx,-+a,,,dz;), 
weil 
4, = 4,1% + + 4;,,%;. 
Da aber 
de =3jv,de, +0.de, +v,da;}, 
so folgt durch Vergleiehung der Coefficienten von dz, 


= E(uu)*a 


ox4” 


Zt. 
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Differenzirt man oe, noch einmal, aber nur nach den Variabeln, d.h. 
in Bezug auf »,,; so gilt die Gleichung 6. Daher 
dv, = 2 > (u,du)”a 
wegen (1... Aber 
do, = 2(v,dz, +v,de,+v,dz,); du,= a, 


= 22 (ua,)" du, 


ol. 


‚dx, +a,,, de, + a,,,dr;: 


B4 #4 


daher durch Vergleichung der Coefficienten von dr, 
(10.) %. = 2 (ua,)"a,., = 2 (a,a,) u 
wegen (1.) 
Da nun die rechte Seite von (8.) in die rechte von (10.) übergeht. 
sobald man U,,=wu,, setzt, so folgt der Satz. Man kann nun, wie bemerkt. 
auch dieselbe Substitution in (9.) machen und erhält dann 


(11.) S:%,o = 2 (a,a,)"e 

Die Gleichungen (10.) und (11.) sind identische, man erhält daher 

durch Vergleichung der Coefficienten von z,, nachdem man die Werthe für 
4,, und o,, substituirt hat, weil 


# 


Ba” 


u. =. +%, m t+0a,.,5 und v,> Do &ı + 8.22 + Per 
(12.) DB ., = 20.82) 8,., 
(13.) Be el) D,.. 


Da die Indices o, o,z in beiden Gleichungen auf der linken Seite 
vertauscht werden können, so gilt dies auch für die rechte. 

In Bezug auf (12.) ist dies a priori klar, für die dreizehnte Gleichung 
erhält man dadurch einen neuen Satz. 

In der Folge werde ich die vorkommenden Functionen nach den 
Uonstanten a,,, allein differenziren und statt der Ineremente die entsprechenden 
b,;. Substituiren. Dies soll immer durch Ö bezeichnet werden. 


Da 
du=0Fa,.x0,r,r0, = Zb,.r,.r z,=v 
ist, so hat man 
(14.) du=JdIu=e. 


Ich will nun de = Fdb,,,x,r,x, bestimmen. Es is 


.-. 


Ob, = IF (a,a,)"a,,, (wegen (12.)) 


ge= 


— > (0,0,)”" da,,; + > 3 (a,a,)” da,, +r< a a,)” da 


Eh %, \i LS \x x \alj 
= > (a,a,)”b,.,+ = (a,a,)“b,,.; b. 
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Die drei Summen sind wegen (13.) gleich und = S:a,,., daher 
Ob or = 3 Ie4,0; 
folglich 
(15.) d)v=3S8.u. 
III. Wenn man u und v nach den Coefficienten differenzirt und statt 
der Incremente die entsprechenden b substituirt, so gehen die Functionen in ein- 
ander über und zwar ist 


du=ev, dv=3S8:u. 








Es sei noch 
(16.) OS=AT, (17.) OIT=60, 


so sind T und Q neue Functionen der Coefficienten von dem sechsten und 
achten Grade. 


Es ist 
I(au+bv) = 68 + (au, + be.) (au. + bv,) (au; + bv;), 
daher wegen (2.) 
= (Zau+ bv, au + bv)” (au,, + bv,,). 
Entwickelt man nach dem Taylorschen Lehrsatz und berücksichtigt 
die Differentiation (6.), sowie (1.), so ist 
I(au + bv) = @ (uw) u, +3abE(uu)”v,, 
+3ab’ FE (uv)”v,,+b’E (vv) v,,. 
Die Bestimmung der vier Coefficienten geschieht mit Hilfe von (14.) 
(15.) wie folgt: 
(a.) = (un u’=v 
dv = IF (un)"u,=3: (un) du, = 38 (uu)“v,,, weil du,, = v,, (14.), aber 
0) = 3S-ua (15.), folglich 
(b.) Z(uu)*v, = S:u. 
(b.) differenzirt giebt 
JE (un)o,, = 0S-u+S-du=4Tu+Sv (16.) 
aber OZE(un)"v,, = 2% (uo)*du, + Z(un)”dv, (.), 
= 2F (uv)”o,, +35 (un) u,,, 
weil de,, = 3Su,, (15.), mithin 


2 8 (ue)*v,, =4Tu+So — 3SE (una, =4Tu+Sp—-3Sv, 


\ 
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= (uv)“v,, = 2 Tu—Sv. 





Wenn man (e.) von Neuem differenzirt, so erhält man 
OE(uo)*v,, = 20T-u-0Sv +2 T-du—dS:v = (120-3S°’)u—2To 
wegen (14.), (15.), (16.), (17.); aber 


O&(uv)*o,, = 28% (ur)*do,, + F(eer)* du, (3. 


44 \ / 
us 6S’u - B 3 (ev) v 


4b 


wegen (15.) und (b.), daher 


(d.) 


= (vv) v,, = (120 —-98S°)u-2Te. 





Die Functionen S und T sind die in meiner Abhandlung aufgeführten. 


( ist zusammengesetzt und zwar OQ=S’. Der Beweis hierfür ergiebt sich 


aus nochmaliger Differentiation von (d.), was auf identische Gleichungen 
führt, da die Verbindungen der Grössen «, und e,, erschöpft sind. Die 


Darstellung von T in meiner Abhandlung geht aus einer Reduction des 


Ausdruckes 108 (16.), auf eine geringere Anzahl von Termen, hervor. 


1.) 
[2.] 
[3] 
[4] 


[5.] 





Anmerkungen. 
Aronhold hatte offenbar irrthümlich 49 anstatt 50 geschrieben. 
In Wirklichkeit steht die Stelle S. 44, 2. 8—10 v.u. |. ce. 
Cf. dieses Journal, Bd. 39, S. 140—160. 
In den Gleichungen (4.)—(6.) hatte Aronhold mehrfach die oberen 
Indices #4 weggelassen. 
Es kann nach den von mir gegebenen Entwicklungen fin „Hesses 
Ges. Werke. München 1897. In Commission des Franzschen 
Verlags“ S. 696 Z. 19ff. keinem Zweifel unterworfen sein, dass 
Aronhold auf ganz natürliche Art durch eine Bemerkung Hesses 
(Bd. 36 dieses Journals S. 164, Zeilen S-15 v. 0.) zu seinem 
Fundamentaltheorem I. gelangt ist. Man vergl. auch die hier 
folgende Abhandlung des Herausgebers. 

























Briefentwurf von Hesse an Aronhold. 


(Herausgegeben von Herrn S. Gundelfinger in Darmstadt.') 


27. Dez. 49. 
Mein lieber Herr Aronhold. 


Ihr Brief vom 18. Dez. 49 ist so inhaltsschwer, dass ich ihn noch 
nicht ganz habe bewältigen können. Gleichwohl schreibe ich Ihnen wieder, 
weil Sie mir sagen, dass es Ihnen angenehm sei, von mir etwas zu hören, 
und sich mir gerade eine günstige Gelegenheit darbietet, mit einem berliner 
Freunde zu correspondiren. 

Für Ihr Citat aus dem Cambridge Journal sage ich Ihnen meinen 
verbindlichsten Dank. Ich habe mir immer vorgestellt, dass das Gesuchte 
dort zu finden sein würde, und bin deshalb mehrmals auf der Bibliothek 
gewesen, allein die Hefte seit 1843 habe ich nicht bekommen können, 
weil sie nicht aufzufinden waren. Ihrer Ansicht, dass die Auflösung der 
Gleichung in Linieneoordinaten in ihre einfachsten Bestandtheile irgend einen 
Nutzen habe, trete ich entschieden bei. Es ist wohl möglich, dass die 
Determinantenform des Eliminationsresultats nieht die richtige sei. Für die 
Gleichungen der Curven 3. und 4. Ordnung in Liniencoordinaten glaube 
ich, ist sie die richtige, wenigstens habe ich sie aufgestellt, wie Sie von 
Jacobi erfahren können. 


') [Eine Abschrift des Briefentwurfs von Hesse (Diarium 1850/53 S. 7) ist (nach 
S.72 2.2—1 v. u. dieses Bandes) an Aronhold wahrscheinlich abgegangen und dieser 
wird daher hier, auch in Hinblick auf sein hohes wissenschaftliches Interesse veröffent- 
licht. Einige von Hesse abgekürzt geschriebene Worte erhielten im Drucke die nöthige 


Ergänzung. Gf. 
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Dem Beweise Ihrer Gleichung 2 = T’—S’ bezeuge ich meine Hoch- 
achtung. 

Ich übergehe vieles Interessante in Ihrem Briefe, um mich über 
eines weiter auszulassen, was Ihnen von Interesse sein dürfte. Sie stellen, 
wenn ich Sie nicht missverstanden habe, die Vermuthung auf’), dass, wenn 
„a eine homogene Function des nten Grades, »e die Determinante derselben 


und :ı die Determinante der Determinante ist, sich » aus x und ® werde 
zusammensetzen lassen, so dass 
vw = pu+ av. 

Dem muss ich wiedersprechen. Nachdem ich die Richtigkeit dieser Gleiehung 
für n = 3 bewiesen hatte, lag es auf der Hand, den Satz auszudehnen auf 
n = 4 etc. Da habe ich denn einen Beweis gemacht, dass zu den Funetionen 
« und v» noch eine dritte Function oder mehrere Funetionen hinzukommen 
müssen, damit jene Gleichung richtig werde, oder besser mit anderen Worten, 
dass die Gleichung für a>3 nicht richtig sein könne. (Es ist mir aber 
interessant zu erfahren, dass eine dritte Funetion ausreicht, um jene Gleichung 
richtig zu machen.) Der Beweis ist folgender: 

Die Curve o = O schneidet die Curve «= 0 in den Wendepunkten 
der letzteren. 

Die obige Gleichung » = pu+gv sagt aber, dass w = U durch die 
sämmtlichen Schnittpunkte von « und ®e geht. Da aber » = U die Curve 
ve = 0 in Wendepunkten der letzeren schneidet, so schneidet auch x» = 0 
die Curve o = 0 in den Wendepunkten der letzteren. Mit anderen Worten: 
Die Wendepunkte von # = 0 fallen mit den Wendepunkten von e = U zu- 
sammen, wenn obige Gleichung w = pu+ge statt hat. Ich werde aber 
zeigen, dass die Wendepunkte von # = 0 nicht zugleich Wendepunkte von 
v = 0) sein können, woraus natürlich die Unstatthaftigkeit jener Combination 
w=pu-+go folg. Ich brauche nur an einem Wendepunkte der Uurve 
u= (0 zu beweisen, dass er nicht zugleich ein Wendepunkt der Curve e = U 
ist. Ich werde die Curve durch den Anfangspunkt des Coordinatensvstems 
gehen lassen. Alsdann ist « von der Form: 

u= 0,3""+0,3"" +0,85" + . 


%, = (ist die Gleichung der Tangente an # = 0 in dem Punkte p. Die Be- 


') [Aronhold hatte im Gegentheil diese Vermuthung Cayleys angezweifelt. 
Journal für Mathematik Bd. CAXIV. Heft 1. 11 
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Bequemlichkeit wegen zu empfehlen ist, so ist @, = y und, = y(pr-+qy)- 
Die Determinante o ist, da die Curve o = OÖ durch p hindurchgeht von 
der Form: 
oe = Aa" + Rt hen 

und es lassen sich die beiden ersten hingeschriebenen Glieder für e = 0 
leieht berechnen, da hierzu die drei hingeschriebenen Glieder für « aus- 
reichen. Setzen Sie nun %, = 0 und den Werth x aus dieser Gleichung in 
PP, so muss 9, verschwinden, wenn p gemeinschaftlicher Wendepunkt der 
Curven = 0 und 9» = 0 sein soll. Sie werden aber finden, dass allerdings 
auf diese Weise , verschwindet, wenn »=5 ist. Es verschwindet aber 
nicht. wenn 2 >35. Daher gilt auch der Satz wo = pu+ge für n= 5, für 
»—>5 aber nieht. Wenn «, identisch = O ist, so ist auch ?, identisch = 0, 
woraus folgt, dass wenn der Wendepunkt in «= 0 ein Doppelpunkt wird, 
auch für oe = 0 in diesem Punkte ein Doppelpunkt liegt. Da aber in diesem 
Falle die Faetoren in @, und 5, dieselben werden, so folgt hieraus, dass 
die beiden Tangenten im Doppelpunkte der Curve a = 0 zugleich Tangenten 
der Curve » = OÖ werden, und dass, wie Plücker bemerkt hat, sechs Wende- 
punkte in einen Doppelpunkt zusammenfallen. 

Ich empfinde eine lebhafte Freude darüber, dass Sie mir durch offene 
Darlegung der Prinzipien Ihrer Arbeit einen besseren Einblick in dieselbe 
verschafft haben, als man aus den Resultaten, welche Sie veröffentlicht 
haben, entnehmen konnte. Sie haben hier eine Fundgrube eröffnet, die die 
reichste Ausbeute ergeben hat und noch zu geben verspricht. Glück auf 
den Weg. Kin anderes Mal mehr. 

Ihr 
Otto Hesse. 


dingung, dass p ein Wendepunkt sei, ist, dass @,, welches vom ersten Grade 
ist, in o,, welches vom zweiten Grade ist, als Factor stecke. Nehmen Sie daher 
an, dass die r-Axe des Öoordinatensystems die Wendetangente sei, was der 
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Ueber die muthmassliche Entstehung der Sätze 
Aronholds über die Invariante S und eine damit 
zusammenhängende neue Begründung der Theorie 

der ternären kubischen Formen'*). 


(Von Herrn $. Gundelfinger in Darmstadt.) 


Definitionen: f(x, 2, 25) =f sei eine ternäre kubische Form, 
; u B 
Br 309z,’ [a = 6 82,092, 
d=6 + (fi fi f3)- 


[3 * » . . A ® l 
Ferner bezeichnen wir das Doppelte des Üoeffiecienten von f,, in “, mit @*, 


6 


z.B. 0" =2 (fufs—fs) ete. und setzen = MW +20 uw + +9’ w:; wir 


an: 
haben dabei >; 


— #'* angenommen, wie wir überhaupt bei Formen, 
welche die x, und «, gleichzeitig enthalten, Differentationen nach x, durch 
obere Indices und Differentationen nach x, durch untere Indices andeuten, so 
dass also auch 


0=9,%1 +20,200%. ++ Oyz;. 


Nach der 'T'heorie der eonjugirten Pole einer Curve dritter Ordnung 


*) Die folgende Arbeit ist ein Auszug aus einer Vorlesung, die ich im Jahre 
1552 über Invariantentheorie gehalten habe, und zwar auf Grundlage einer Nachschrift des 
jetzigen Gymnasiallehrers Herrn Prof. Dr. Fischer in Darmstadt. Man vergleiche auch 
die Anmerkung [4] auf S. 79 dieses Bandes. 
Journal für Mathematik Bd. CXXIV. Heft 2. 12 
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(Hesse, ges. W. 1897 p. 147—178): 

(1.) fıyı + hey + fy = 0 EEREER 
woraus nach bekannten Sätzen folgt 

(2.) ya +2 Mmmm + + Pyr 
wobei für die x, die kubische Gleichung 4= 0 besteht. 


Da in (1.) die x, mit y, vertauscht werden können, so hat man 
gleichzeitig 
(3.) Or, = 0" = My +2 Pryy ++ sy: 


Multiplieirt man (3.) mit o und ersetzt rechter Hand oy;y; durch 
die Werthe aus (2.), so entsteht 





(4.) 020, = hin +2 nm H+ + lhr (1m =1,2,3) 
wobei 
+2 tr = 3 
i,k=1,2,3 
5) | Ür= Mi +24 = 5 A, 
u”, i,k=1,2,3 
= Or 205 + = gu 05. 


Da die auf Null gebrachte Gleichung (4.) sechs lineare und homo- 
gene Gleichungen in Bezug auf die sechs Grössen z), 2%, ..., 2; reprä- 
sentirt, so muss die Determinante verschwinden, die aus den 36 Coeffieienten 
der sechs Produete =7,2%,2,...,2; gebildet ist; also ist 00 jedenfalls 
constant: etwa gleich S. Da jede dieser sechs quadratischen Gleichungen 
für alle Werthe &, der kubischen Gleichung /= 0 besteht, so ist jede der- 
selben eine identische Gleichung nach einem bekannten Fundamentalsatz 
der Algebra. Beispielsweise hat für f=- ++ +bkin,m.a, I4d=(0 
die Form 

ba + +5)+(l+2K)a,22] = 0. 
Nun können stets =, und x, so fixirt werden, dass diese Gleichung drei ver- 
schiedene Wurzeln für x, hätte; also ist jede der obigen sechs Gleichungen 
identisch in z,, und ebenso in x, und x,. Somit hat man 


(da.) Beben lem); 
dagegen 
(5b.) (mi, 


besteht zwischen zwei conjugirten Polen x, und y, das System von Gleichungen 
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sobald die Indices ö, k von /!, m verschieden sind. Uebrigens kann man 
sagen, dass 
"0, +29, +---+099,= Su. 


Aus den Gleichungen (5a), (5b) folgt zunächst dureh Polarenbildung 
(6.) A; dufı: | 2 uf u BURTI VER 


und durch Multiplication der sechs Werthe von S mit f, unter Berück- 
sichtigung von (6.) 


(6a.) Sm = 0A +29, Aet + OA 


Man kann, beiläufig bemerkt, aus den 36 Coeffieienten der Zwischen- 
form # die Determinante 


0 


bilden, eine Determinante sechsten Grades, deren (Quadrat offenbar den 
Werth 8” besitzt; denn multiplieirt man die Determinante mit sich selbst. 
so bekommt man nach dem Multiplieationstheorem eine Determinante, bei 
welcher alle Glieder gleich Null sind: ausgenommen die Diagonalglieder, 
von denen drei den Werth S, die anderen den Werth 28 haben. 

Die Gleichungen (6.) repräsentiren ein System von 3.60 = 1S Gleichungen, 


wenn man die Coefficienten von z,, 2,, 2; 


> 


mit einander vergleicht und i, k 
gleich 1, 2, 3 setzt; analog erhält man aus (6a.) wiederum 1S Gleichungen, das 


sind zusammen 36 (Gleichungen zur Definition der #, 


Setzt man unter Anwendung der Aronholdschen Bezeichnung (dieses 
Journal LV, $ 27, S. 164ff.) für irgend einen Funetionswerth y der a, 


vo > And) IRENE In 27 TReTReDe ER 27 


A;ıı O4dj112 043; 
so wird unter Einführung der Bezeichnungen 


(8.) 100 +Su,= 2n, o0S=4T 


durch Anwendung des d-Processes auf obige 36 Gleichungen das System 
erhalten 
R we 12 N Ip 
| Sfr = Nafı 13 2rnufıo tr ++ ml 
| Tf, = na fıt2ndoa ++ ri. Fon. 


lik 


(9.) 


Ersetzt man in den Formeln (6.) und (6a.) die Grundform f dureh 


\ 


]2* 


s6 Gundelfinger, Sätze Aronholds über die Invariante S. 


deren Hessesche Determinante / und nennt die hierdurch aus 9 hervor- 
gehende Zwischenform A’, so entsteht mit Rücksicht auf 

IJ4,=3S’°f-2TA, S;, =4T—-38’ 
| 3 Sfr -2 T4, vr. ir Ir + 2 Ku I er Kr 333 
| 2 T fı ., 54, u Kırfıı + 2 Ki. fı2 2 a td © Krfs 2 

Die Systeme (6.), resp. (6*.), sowie (9.) und (10.) repräsentiren drei 

Systeme von je 36 Gleichungen, durch welche die 36 Coeffieienten jeder 
der drei Aronholdschen Zwischenformen charakterisirt werden. Mit Zuhülfe- 
nahme der Differentialgleichungen für die Invarianten lässt sich hierauf 
ohne Anwendung von Symbolik die ganze T'heorie der ternären kubischen 
Formen aufbauen, wie in einer kommenden Arbeit gezeigt werden soll. 


(10.) 


*) Bei Ableitung der zweiten Gleichung des Systems (10.) ist die erste Gleichung 
in (10.) benützt und der Factor 3 S° ausgeschieden worden. Uebrigens führt man besser 
K—-Tu; an Stelle von K in (10.) ein. 
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Zur Berechnung der Gaussschen Logarithmen für 
kleine Werthe von B resp. zugehörige Werthe von A. 


(Von Herrn S. Gundelfinger in Darmstadt. 


Bei vielen Untersuchungen ist es nöthig, für zwei durch die Gleichung 
10°= 1+10% oder 10"=10"'+1 
verknüpfte Grössen A und B Tafeln zu besitzen. um bei gegebenen A 
(| A| >3) das zugehörige B und umgekehrt auf mehr als sechs Stellen zu 
berechnen. 


A. Berechnung von B bei gegebenem A < 7.0—1 


Hierzu dient die Grundformel 


B=- (1! - —-+—-) 
= mımlog (A+logM)—kı k=M ( m — - 
wobei ' | 
M = log e = 0,454294481903: log M = 9,637784311301. 
Für siebenstellige Berechnung von B bei gegebenem A <Z7.0— 10 ist 
die Correcetion k= M a in Einheiten der achten Deceimale ausgedrückt 


durch folgende Tabelle bestimmt: 








Grenzen von abzuziehende 
0 -+A k 
6.681 5 
6.232 10 
6.920 15 
6,982 20 


1,051 
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Man erhält auf diese Art B auf sieben Stellen genau, eventuell mit 


Strieh, selbst wenn man bei Aufsuchung des Numerus in der Grundformel 
log M und A nur fünfstellig resp. vierstellig ansetzt. 


11. 


Für die achtstellige Berechnung 
A<YTO—- 10 


von B bei gegebenem 


dient dieselbe Grundformel; k bedeutet die Correetion in Einheiten der neunten 


Deeimale. 




















Grenzen Grenzen (irenzen Grenzen Grenzen 
von k von k von k von k von k 

1I0-4- A 10-4 4 10 +4 10-+4A 10 4 A 
6,181 ) 6,102 | 55 6.542 105 0,927 155 6,987 205 
6,55 10 6,121 60 6,552 110 6,954 160 6,995 210 
6.420 15 6.35.69 6,562 115 6,0940 165 6,995 215 
6,452 |, 20 6.194 70 6,571 120 6.945 170 1.003 220 
0.9. 2.) 5,169 [6 6.SS0 125 6.9595 175 1,007 225 
6,910 | 80 6,783 | 50 6,859 130 6,059 180 7.012 230 
0,6504 35 6.196 8 6.297 135 6,965 185 1,017 | 235 
0.0535. 40 5.809 ..90 6.905 140 6.971 190 1.022 | 240 
0,598 49 6,520 95 6,912 145 6.977 195 1,026 245 
HR] ) 0.232? 100 6,020 150 5.0482 200 1.051 250 

Ill. Für die neunstellige Berechnung von B bei gegebenem 


dient die folgende Tabelle. 


b = num log (A+logM)—k; 


A< 


< 71,0 — 10 


— 











% in Einheiten der neunten Decimale: log M = 9,6377843. 
Grenzwerth Grenzwerth Grenzwerth Grenzwerth 
von k von k von k von k 
10 +A 10-+A 10+A 10 +4 
5,681 OL 5,309 ) 6,459 18 6,547 27 
9.832 l 0.352 10 5.41 19 6.255 23 
5,082 2 6352 | 11 6,482 20 6.563 29 
5.070 3 6.37 12 6.493 2] 3,870 30 
6.133 N 6.389 13 6.503 22 6.217 3 
G.181 5 6.405 14 6,512 25 6,584 32 
6.221 5 6.420 15 6.022 24 6.591 33 
1.254 fi 6.434 16 6.53 2) 6,59 B 
6283 | 8 6,447 17 6,539 | 26 6,604 35 
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Grenzwerth 


Grenzwerth 


Grenzwerth 


(renzwerth 














von ki von k von li von hi 
10-+A 10 +A 10-+4 10+A 

6.510 36 6,189 S2 6.8852 128 6.0510 174 

6.516 BY 6.191 35 G.S869 129 5.0931 1% 

6.522 Hin 6.194 S4 GNS 130 6.0544 176 
6,627 3%) 6,196 SD 6.8003 131 6.9556 177 

6,035 4) 6,199 56 6,8919 132 5,9568 178 
6,655 41 6,50] s\ 6.2955 155 5.U580) 170 
6.645 42 6,804 S5 6.2952 154 6.0593 IS0 
6.648 3 6.06 Su 6.8968 135 6.0605 IS] 

6,695 44 6,509 Y) 6,3054 136 6.9614 152 
6,695 45 6.811 4 6.9000 137 5.9578 IS) 
6.6563 46 6,814 2 5.0016 155 6.904) 14 
6,6568 4 6.516 9 6.0051 154 6.0052 IS) 
6.672 48 6.818 94 6,9047 140 6.9664 IS6 
6.077 49 6,8320 3) 6.9062 141 5.9079 1S7 
6.681 »0 6.823 SI 6,078 142 6.0687 I=S 
6.58.) Dl 6,525 Ir 6.9005 145 5.9699 IC) 
6,590 52 6.827 us 6.9108 144 6.9710 100 
6,694 55 6,529 99) 6.9123 145 6.9721 1%] 

6.598 24 6,332 100 6.0153 146 5.0155 102 
6.702 30 6.83 101 6.0155 147 6.0744 103 
6.106 56 6.3359 102 6.9168 145 4.9755 194 
6.710 DT 6.2380 103 6,9182 149 5.9166 U 
6.713 DS 6.8401 104 6.0197 150 HITTS 104) 
6.717 39 6,5422 105 6.021] 151 6.0459 1% 
6,121 50 6.5445 106 6.9225 152 6,980 198 
6,124 61 6.8403 107 6.9240 153 5.0810 109 
6.728 62 6.2483 105 6.0254 154 6.9821 MN) 
6.151] 65 6.2203 109 6.0268 155 5.0832 %)] 
0,735 64 6.3523 110 6.9282 156 6.9543 IN 
6.738 65 6.8543 Ill 6.9296 151 3.0854 ZiuR 
6,741 66 6,8562 112 6.9310 15> 6.0804 204 
6,145 67 6,8552 113 6.9523 150 HOSID An 
6,148 55 6.8601 114 ).9337 160 6.08 208) 
6,151 6549 6,5620) 115 5,9350 16] 6.9896 207 
6,154 0 6.5659 116 6.9564 162 6.0907 US 
6,757 ‘1 6.3657 11\ 6.9577 163 6.9917 0 
6.760 12 6.8616 118 6,9590 164 6,9927 10 
6,163 IB; 6.2694 119 404 165 6,9938 211 
6,166 14 6,5712 120 6.9417 166 6.9948 212 
6,169 16) 6,5730 12] 6,9430 167 5.9958 213 
6,112 «6 6,3743 122 6.9443 168 5,9968 214 
6,775 ıı 6.8766 123 6.0456 169 6.9978 15 
6,778 78 6,5783 124 6,9468 110 6.9988 | 21 
6.780 9 6.8801 125 6.0481 171 5,9999 211 
6,183 g0 6,3518 126 6.9494 112 7.0009 318 
6,786 sl 6,8535 | 127 6,9506 173 
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IV. Für die zehnstellige Berechnung von B bei gegebenem 
A << 6,0305928465— 10”) 
dient folgende Tabelle; % in Einheiten der elften Decimale. 


R 
2 
Ei 

B" 
& h 
Er 
hi 
& 




















Grenzen Grenzen Grenzen Grenzen Grenzen 
von k von k von k von k von | k 
10-+ A 10-44 10 +4 10+4 | 10+4 
5,181 ) 9,102 DD 5,842 105 5,927 155 9,957 205 
5,332 10 9,12] 5) 5,552 110 5.934 160 5,993 210 
5,420 | 15 9,153 65 9,562 115 5,940 169 0,998 |215 
5,482 | 20 D,154 70 5,571 120 5,946 170 6,003 220 
5.531 2) D,169 6) 5.3580 125 2.955 175 6,007 225 
9,510 50 9,183 s0 9,559 130 9,959 150 6,012 230 
2.504 35 9,196 SD 5.597 155 2,965 155 6,017 235 
9,635 4 5.809 ) 5,905 140 971 1% 6,022 240 
5.655 4 5.820 9 5,912 145 DIT 195 6,026 245 
5,681 50 5,8352 100 | 5,920 150 9,982 200 6,031 250 


Das hier gegebene Verfahren unterscheidet sich von dem durch 
Herrn Dr. Nell in der Zeitschrift für Vermessungswesen (XX. Bd. 1891, 
S. 442 ff.) mitgetheilten durch Vermeidung jeder Interpolation. 

V. Zur Berechnung von B bei gegebenen positiven Werthen von 
A (A>>3) dient die Formel 


4 — 3} 
b—-A = num log (log M—-A)—k; k= n(”, — — ); 


wobei % aus den Tafeln 1—4 (für die dekadische Ergänzung des gegebenen 
positiven A) zu nehmen ist. 


B. Berechnung von 4 bei gegebenem B, 


Il. Für kleine Werthe von B dient die Formel 


B 
4 = log nt logeBh+ tk 
wobei 
b’ b‘' 4 ; sk 
Te Ber.) ee be SE ) 


Lac \ B v 
Das (logarithmisch zu berechnende) Glied „,,; beträgt nach dieser 


Formel z. B. nur fünf Einheiten der elften Deeimale für 3 = 0,00002283, so 
dass k nur für sehr grosse Genauigkeit in Betracht kommt. 


*) Zur Berechnung der gemeinen zehnstelligen Logarithmen genügt es bei Be- 
nutzung des „Thesaurus von Vega“ A >>4 anzunehmen. 
**) Vergl. meine, S. 91 Anm. eitirte Schrift. 
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Anmerkung: Will man A sechs- oder acht- oder zehn- .... stellig be- 
rechnen, so kann man die Seite 10 in meinem Werke: Sechsstellige Gausssche 


. * . ® B' 
Logarithmen. 1900. Veit u. Co. benutzen. Das dortige %k ist genau 94N 
für acht- oder zehn-..... stellige Berechnung hätte man das dort gegebene 


B durch 10, 100 .... zu dividiren. 
II. Will man für gegebene Werthe von B (B >35) die zurehörieen 
oo ( , ben) Lem) 
Werthe von A berechnen, so dient dazu die Formel 


A= B- num log (log M—b)—k, 


wobei k wiederum aus den obigen Tabellen 1—4 zu entnehmen ist, nur ist 
dabei für A die dekadische Ergänzung von B zu setzen. 


Anwendung. 


Unter der grossen Zahl von Anwendungen, welche die oben gegebenen 
Tabellen gestatten, soll hier als einziges Beispiel die neunstellige Be- 


rechnung eines Logarithmus gegeben werden nach einer Methode, die in dem 


Werke: Gundelfinger u. Nell „Tafeln zur Berechnung neunstelliger Loga- 
rithmen“*) entwickelt ist. 


10 
Aufgabe: logl@® zu berechnen, worin © den Quadranten der 


Lemniskate bedeutet (vgl. Gauss' Werke, Bd. III, S. 413 —414),. 
1 © = 1,3110287771460599068. 


n 


1@® zehnstellige zu finden, be- 


rechne man diejenige von N = 13 110,287771 = 13 110 + 0,287771 = n+p. 


Um die Mantisse des Logarithmus von 


|Allgemein setze man N=n-+p, worin », die vier höchsten effeetiven 
Ziffern, als ganze Zahl und p als Deeimalbruch zu betrachten ist: 


log N=logn+ log (1 Tr e.) =logn+B; A=logp-—log n|. 


*) Betrefls des gemeinsam mit Herrn Nell veröffentlichten Werkes will ich aus- 
drücklich bemerken, dass alle daselbst gegebenen mühsamen und verdienstvollen Rech- 
nungen sammt Revisionen ausschliesslich Eiventhum des Herrn Nell sind. Von mir selbst 
rührt nur der Gedanke her, die Gaussschen Logarithmen innerhalb eines kleinen Inter- 
valles für die Berechnung der gemeinen Logarithmen verwendbar zu machen und in der 


PET 1 B ’ h 2 
Reihe für A die Glieder log at „ von dem bekannten Nellschen P in der Gleichung 


A = log B+P abzutrennen. 
Journal für Mathematik Bd. OXXIV. Heft 2. 15 
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1@ = 1,3110287771 


















N = 13 110,287771 n = 13110: p = 0,287771 
log p = 0,4590470—1 0,00000953298 
log » = 4,1176027 10 (Tab. IV) 
A = 5,3414443— 10 B = 0,00000953288 
log M = 9,6377843—10 log n = 4,1176026917 
A+log M = 0,9792286—6 log N = 4,1176122246 


log 4 © = 0,1176122246 
Nach Gauss (Werke Bd. III, S. 415—414) wäre 


_ 


ER 
ja=f Tel log 4® = 0,11761222269 
0 


Die neunte Decimale 2 muss nach meiner Rechnung 4 heissen, indem 


durch drei verschieden angelegte Rechnungen der richtige Werth von 
log brigg 4 © = 0,1176 1222 4579 9199 

gefunden wurde. 

Da der Werth von Gauss für loghyp4@® von mir auf mindestens 
20 Stellen richtig, dagegen der Werth von log brigg 4@ von der neunten 
Stelle ab als durchaus falsch gefunden worden ist, so dürfte Gauss bei 
einer Nebenreehnung wohl einen falschen Werth aus einer gedruckten Tafel 
entnommen haben. 














Eine Anwendung der Quaternionentheorie auf die 
thermodynamischen Gleichungen. 


(Von Herrn Victor Fischer in Stuttgart). 


Bei der Bedeutung, welche die Quaternionentheorie und besonders die 
(xeometrie der Felder in der Physik bereits besitzt, dürfte es vielleicht 
nicht ganz zwecklos erscheinen, sich ihrer Sprache bei der Darstellung der 
thermodynamischen Beziehungen eines vollkommenen Gases zu bedienen. 

Zu diesem Zwecke wollen wir vorerst kurz die räumlichen Differential- 
operationen eines beliebigen Vectorfeldes anschreiben, das uns entweder 
durch d = fr) oder durch e, = f,(ayz), v, = f,(zy2), v. = f,(zyz) gegeben 
sein kann, wobei r den Radiusvektor in Bezug auf einen beliebig gewählten 
Anfangspunkt und xyz die Coordinaten in Richtung der drei zu einander 
senkrechten Einheitsvectoren ijf vorstellen”). Es ist daher auch 

db = iv,+tje,+fe,. 
Die räumliche Differentiation dieser N ergiebt: 
ov en v, or k or, ov N 
vo=-(52 ; 45 +i(z, er) + 47 de: + (52 - ze) 
Es stellt uns daher vo, da es aus einem Scalar- RN einem Vectortheil 
besteht, eine Quaternion vor. Führen wir für diese beiden Theile die 
übliche Bezeichnung ein: 
ov, Ov, , 0v, 


Nv- 0x + öy T 6 1 
. (0, Ovy\ © Dr op, ‚(ov, 00,\ _ 
eurl v=1 a 5) Ir her -5%) +5. an u)“ w, 


*) Bezüglich der Bezeichnungsweise sei noch erwähnt, dass gerichtete Grössen mit 
deutschen, richtungslose Grössen mit lateinischen Buchstaben geschrieben werden. 


13* 
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so können wir für vd einfacher schreiben. 
yd= —divv+eulvo=—g+tW. 

Durch die räumliche Differentialoperation an d ergiebt sich daher 
ein Sealar- und ein Vectorfeld, das wir nach Föppl auch als Quellen- und 
Wirbelfeld bezeichnen können, wenn wir uns das Vectorfeld unter dem 
Bilde einer Flüssigkeitsbewegung vorstellen”). 

Wir bezeichnen nun für ein vollkommenes Gas die Wärme mit Q, 
die äussere Arbeit mit Z, die absolute 'l’emperatur mit T, den speecifischen 
Druck mit p, die speeifische Entropie (d. i. die Entropie pro Masseneinheit) 
mit 7, das speeifische Volumen mit v, die specifische Wärme bei eonstantem 


’ N N Ben 
N ee 
RRe vn WR. c 377 RETTEN 3 





. . . . . . .. » C, 
Druck mit e,, diejenige bei constantem Volumen mit c, das Verhältniss 


C, 

mit z und wählen die Wärmeeinheit so, dass sie gleich der Arbeitseinheit ist. 
Da es sich uns hier um ein ebenes Problem handelt, so vereinfachen 

sich die obigen allgemeinen Ausdrücke in der folgenden Weise, wobei wir 


setzen 
z=r, y-p), 3=V% 
v=9, =, = m %=V 
(1.) g = g14 9) 
| Ir, 0% 
> ER. Syn. » 
(2.) divg dv T op 
d 29, 
d. urlg = (Se _ 2 
(3.) eurl g (3 3» 


In diese für das ebene Problem allgemein gültigen Gleichungen führen 
wir nun die Beziehungen der Thermodynamik eines vollkommenen Gases ein. 

Für dieses hat das Wärmedifferential die folgende bekannte Form: 

d) = ai do+.—. dp. 
Wir definiren nun den Vector g durch die Gleichung 
(1*.) =. ir 

und werden im weiteren Verlaufe unserer Entwicklungen sehen, dass dieser 
für jeden Punkt unserer Darstellungsebene nach Grösse und Richtung ein- 
deutig bestimmte Veetor g die Bedeutung eines Differentialquotienten für 
0 besitzt. 


*) Die Geometrie der Wirbelfelder von Dr. A. Föppl, Leipzig 1897. 


EIER TERN Er ea 
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Aus (1°) folgt nun weiter 


Die “p = " 
Bez 
(2°,) divg=VQ, 
u “r iu l TER. " ’ 
(5°.) eurlg = (—, —)t=-8 


Wollen wir uns diese Beziehungen durch das Bild einer in unserer 
Darstellungsebene strömenden Flüssigkeit nach dem Vorgange von Föppl 
veranschaulichen, so dass der Vector 9 in jedem Punkte der Ebene die 
Geschwindigkeit nach Grösse und Richtung angiebt, so ist infolge divg = 0 
die Continuitätsbedingung für diese Flüssigkeit erfüllt, während uns eurlg= —t 
ein neues Vectorfeld vorstellt, in dem eine Flüssigkeit mit der constanten 
Geschwindigkeit 1 senkrecht zur Darstellungsebene strömt. 

Wir wollen nun bier zwei bekannte Sätze der Feldertheorie ver- 
wenden. Der erste ist der Satz von Stokes. Derselbe lautet allgemein: 


_ f" Svds = /S eurlvNX. df, 
A 


wobei X eine Einheitsnormale zur Fläche bedeutet, df ein Element der 
betrachteten Fläche und d3 ein Element der diese einschliessenden Curve 
ist. Da der Scalar eines Productes zweier Vectoren an und für sich 
negativ ist, mussten wir, um das Linienintegral /g cosa@ds auszudrücken, 
noch ein Minuszeichen einführen. 

Ziehen wir demnach in unserer (pe) Ebene eine beliebige geschlossene 
Curve und zerlegen dieselbe in Streifen, derart, dass df = dpdo wird, 
so erhalten wir unter Einführung der speciellen Bezeichnungen für diesen Fall 


— / Sgas = //(s-N) dpdv. 
A 


Da nun £ und N entgegengesetzt gerichtete Einheitsveetoren sind, 
so ist —fX = 1. Daher ist 


— / Sgas = //apdo = /(pı-p.)de. 
A 


Es stellt uns also das Integral der eingeschlossenen Fläche die bei 
diesem Kreisprocess geleistete Arbeit dar, was der üblichen Darstellungs- 
weise entspricht. Es bleibt uns noch übrig zu zeigen, dass auch das Linien- 








96 Fischer, Anwendung der Quaternionentheorie auf thermodynamische Gleichungen. 


integral des Vectors g längs der geschlossenen Curve in der That die dieser 
Arbeit entsprechende Wärme vorstellt. Zu diesem Zwecke bilden wir das 


Product von g und d$, indem wir diese beiden Vectoren in ihre Componenten 
zerlegen. 


u A RERREETERTNETNETETTENNIE 


Wir schreiben also 
gds = (g,14+9,]) (dvi+dpj) 
= — (g,do +g,dp)+T(g,dp — g, de). 
Setzen wir für g, und g, ihre Werthe ein, so ergiebt sich 


-Sgas = ( = do+,. dp) =dQ, 


x— | 
Vyds = Er dp- do). 


Daraus ersehen wir, dass uns das Linienintegral thatsächlich die der beim 
Kreisprocess geleisteten Arbeit entsprechende Wärme darstellt, so dass wir 
schliesslich zu dem bekannten Ergebnis des Kreisprocesses kommen 


0 - /(p, —p.) de. 


Es wird überhaupt ganz allgemein für jede beliebige Curve der 
Werth ihres Linienintegrals die längs derselben zugeführte, beziehungsweise 
entzogene Wärme vorstellen; mithin 


»B »B 
(4.) / $gd3 = / gecosads = Q(. 
A 


A 

Diese Darstellung dürfte sich auch mit Vortheil zur Untersuchung 
gegebener Curven, beispielsweise des Diagramms einer Gasmaschine ver- 
wenden lassen, da sie den Verlauf der Wärmezufuhr während der vor- 
liegenden Zustandsänderung an deren Curve selbst unmittelbar ersehen lässt. 
Selbstverständlich würden dabei dieselben Unvollkommenheiten gelten, wie 
sie für das Wärmediagramm infolge des nichtumkehrbaren Verlaufes sowie 
der unvollständigen Kenntnis des thermochemischen Vorganges bestehen. 

Ein zweiter Satz der Feldertheorie ist der Gausssche. Er lautet 
allgemein: 


— /SuR-df = /divvdı. 


Für den Fall des ebenen Problems vereinfacht er sich zu der Aus- 
sage, dass die längs irgend einer geschlossenen Curve mehr aus- als ein- 
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strömende Flüssigkeit gleich der Ergiebigkeit des Quellenfeldes ist. Da 
in unserem Falle div v = 0 ist, so muss durch jede beliebige geschlossene 
Curve ebensoviel aus- als einströmen. Ks ist daher 


(5.) — (SgR:ds =(, 


wobei ds wieder ein Element der Gurve darstellt, dessen Richtung aber 


jetzt durch die Einheitsnormale X zur Curve festgelegt ist. Um zu be- 


weisen, dass dieses Integral wirklich gleich 0 ist, stellen wir folgende 
Ueberlegung an: (siehe Fig. 1). 











Es ist 
T.VYod3 = gsinads = g,dp — g,de, 


SW = —g cos = — «) = —gsine, 
daher ist 
— SgN-ds = g sine ds = g,dp — g, de; 
dies in das Integral eingeführt, ergiebt 
— / "SgN:ds = / “(g.dp —9,de) = e "pdp- / ode =0. 
A A A A 

Nun wollen wir die Strömungslinien, das sind jene Linien, längs 
welchen die Veetoren g Tangenten sind, näher betrachten. Für diese Linien 
muss, da hier « = OÖ ist, auch TVgds = 0 sein. Das ergiebt für die Diffe- 
rentialgleichung der gesuchten Uurve 


x | 
_—- — ) 
„_jpdp - _ vd Ö, 
woraus durch Integration folgt 
(6.) —_T— = const. 
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Die Strömungslinien sind uns mithin durch eine Hyperbelschar gegeben. 

Diese Linien sind aber die orthogonalen Trajeetorien der Adiabaten 
pv* = const, also jener Linien, längs welchen die Wärmeänderung gleich O 
ist. 


Es gilt nämlich für die Tangenten an die Adiabaten 


d ) 
AR, 
dv v 
folglich gilt für die Tangenten an ihre orthogonalen Trajeetorien 
dp 1Iv i 
de xp’ 


zpdp—-vdv =. 
Integrirt ergiebt dies wieder die Hyperbelschar 


xp? vv’ 


u Faze CONnSt. 


Die Richtungslinien des Vectors g verlaufen mithin senkrecht zu den 
Adiabaten, welche die Bedeutung von Niveaulinien haben”). 

Aus den ganzen Ausführungen ist die anfangs erwähnte Bedeutung 
des Vectors g als Differentialquotienten der Wärme nun klar zu ersehen. 

Was nun die Verwendung für Gasmaschinen anbelangt, so könnte 
man ein für alle Mal eine Schar von Hyperbeln, wie sie durch Gleichung 
(6.) gegeben ist, zeichnen und diese vervielfältigen. Das Indicatordiagramm 
liesse sich dann bei übereinstimmendem Maassstab auf derartigen mit den 
Strömungslinien versehenen Blättern direet abnehmen, und es würde sich 
aus den Neigungsverhältnissen des Diagramms zu den Strömungslinien unter 
den bereits angeführten Vernachlässigungen unmittelbar ein Bild für den 
Verlauf der Wärmezu- und Abfuhr ergeben. 

Was schliesslich noch den scalaren Werth des Vectors g in jedem 
Punkte des Feldes betrifft, so erhalten wir für diesen aus (1*.) 

. x’p’ v’ 


es (x — 1)? + (x — 1)?’ 


a ' 
=] 
Nie 


Br re 
\ g= mE Wi ‚in ao 


Ebenso wie wir das Wärmedifferential dureh Druck und Volumen 


*) Dass dies so sein muss, ist schon daraus zu ersehen, dass für eine Adiabate 
dV = — Sgds = OÖ gilt, was nur dann zutrifft, wenn 9 senkrecht auf dS steht. 

















Fischer, Anwendung der Quaternionentheorie auf thermodynamische Gleichungen. 99 


dargestellt haben, können wir das Arbeitsdifferential durch Temperatur und 
Entropie darstellen. Dasselbe lautet 
dL = Tdn- e,dT. 
Es ergeben sich nun, wenn wir den Differentialquotienten von Z mit h 
bezeichnen, folgende Beziehungen: 


(8.) hb=hi-+h,r], 
u _ Oh, |, Ohr 
(9.) divh = ön tar 
R 5 Ohr oh, \ 
(10.) eur = EL än 91) 
h,=T, hr=-c, 
(8°.) h = Ti-e,j, 
(9°.) dvhb=0, 
(10*.) eurlh = -E. 


Wir sehen also, dass wir uns auch die Verhältnisse im Entropie- 
Temperaturdiagramm durch eine Flüssigkeitsströmung dargestellt denken 
können, für welche die Continuitätsbedingung erfüllt ist, und deren Wirbelfeld 
ein homogenes Feld des Einheitsveetors f senkrecht zum Felde von h ist. 


Es giebt uns also auch hier die durch einen Kreisprocess abgeschlossene 


0 
oO 
Fläche gleichzeitig den Betrag der zugeführten Wärme an; denn nach dem 
Stokesschen Satze ist wieder 


5 | 
- / Shas = /S eur) HN-Af. 
A 


BE /"syas = — ef [af = (cr, .— 4 dn. 
A 


Das Linienintegral stellt uns wieder die dieser Wärme entsprechende Arbeit 
8 l 
vor. Dies lässt sich auf dieselbe Weise zeigen wie früher. Es ist 
hd = (Ti-e,j) (dni+dTj) 
= —(Tdn- e,dT)+ft(TdT-+e,dn), 
—Shd3 = Tdn—c,dT = dL, 
VYhas = t(TAT+e,dn). 

Wir kommen daher wieder auf das bekannte Resultat für den Kreisprocess 

L= /(T,-T)dn 
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Auch hier können wir allgemein sagen, dass die auf einem beliebigen 
Wege AB geleistete oder aufgewendete Arbeit gleich ist dem Werthe des 
Linienintegrals 


B »B 
(11.) u Shas = h cos ad? = IL. 
\ A A 
3ezüglich des Gaussschen Satzes muss, da das Quellenfeld gleich 0 
ist, wieder die Beziehung bestehen 
A 
(12.) - SI SHN-ds = 0, 
a 
was wir auf dieselbe Weise wie früher beweisen können. Es ist 
T.Vha3 = hsin ads = TAT + c,dn, 
< BL; ’ 
SIR = —heos,;,—e) = —hsine, 
— SIN-ds = hsinads = TAT + ce,dn. 


Führen wir das erhaltene Ergebniss in das obige Integral (12.) ein, so 
finden wir 


- ST SHN-ds = / TaT+e,/ dan = 0. 


1 A 
Die Linien, für welehe dL = 0 ist, die also einer Zustandsänderung bei 
eonstantem Volumen entsprechen, ergeben sich aus 
Tdn—c,dT =V$, 
dn = ec, Br 
I 
n = c,lg T-+ const. 

Es sind dies logarithmische Linien, und da für sie dL = —Shds = 0 
gilt, so müssen die Strömungslinien, also jene Linien, an welche die Veetoren 
h Tangenten sind, senkrecht zu diesen Curven verlaufen. Wir finden sie 
daher ebenso wie früher auf zweifache Art. 

Kiırstens muss sein 

T.Yhd3 = TAT-+e,dn = 0, 


2 


(13.) 5; te,n = eonst. 


Zweitens besteht für die Taneenten an die loearıthmischen Linien die 
be) bee) 


Beziehung 


dT T 


dn C, 


I 
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daher gilt für die Tangenten an ihre orthogonalen Trajeectorien 
Je * 
dr } 

Daraus erhält man durch Integration dieselbe Curvenschar 


mp? 


(15. „ te,n = eonst. 


Die Strömungslinien sind uns demnach durch eine Schar von 
Parabeln gegeben. 

Für den Scalar von 5 folgt aus (7a.) 

"= T-+e,, 
(14.) kh=VYT+e,. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass wir auch das Wärmedifferential 
durch "Temperatur und Volumen und das Arbeitsdifferential durch Druck 
und Entropie ausdrücken könnten. Die Darstellung wird aber dann weniger 
einfach. Im ersten Falle ist das Wirbelfeld variabel, im zweiten Falle ist 
es zwar homogen, aber kein Einheitsfeld mehr. In beiden Fällen ist also 
die Darstellungsebene kein direetes Maass der Wärme, beziehungsweise 
Arbeit. Ausserdem ist im ersten Falle div von O verschieden, so dass neben 
dem Wirbelfeld noch ein Quellenfeld besteht. 

Die beiden durchgeführten Darstellungsweisen sind eben als die 
natürlichsten auch die einfachsten, 

























Ueber Definition und Behandlung transitiver 
Gruppen. 


(Von Herrn Hoyer in Burg.) 


Einleitung. 


Seit Cayley ist der ursprünglichen Cauchyschen Auffassung und Be: 
handlung einer endlichen Gruppe als eonjugirtes Substitutionssystem eine andere 
an die Seite getreten, die darin besteht, dass von der Darstellung der 
Gruppenglieder durch Elementvertauschungen abgesehen und das zwischen 
den Gliedern bestehende System der Relationen zum Gegenstand der Be- 
trachtung gemacht wird.”) Da aber das System der Relationen zwischen 
den Gruppengliedern für alle holo@ädrisch isomorphen Gruppen dasselbe ist, 
so muss man, will man diese Gruppen unterscheiden, wieder auf die Dar- 
stellung der Glieder durch Elementvertauschungen zurückgreifen. Darin 
liegt ein Mangel dieser Behandlungsweise, der bei richtiger Auffassung der 
Sache in der Natur derselben keineswegs begründet erscheint. Das System 
der Relationen zwischen den Gruppengliedern bildet nämlich, wie ich am 
Schlusse dieser Abhandlung ($ 5.) zeigen werde, nur einen besonderen Fall 
des zwischen den Elementen einer beliebigen Gruppe bestehenden Gleichungs- 
systems. Macht man aber dieses letztere Gleichungssystem zum Gegenstand 
der Betrachtung, so tritt ganz allgemein als Mittel der Behandlung an die 


*) Herr Dyck hat in seiner Abhandlung „Gruppentheoretische Studien“, Math. 
\nn. Bd. 20, gezeigt, wie auf diese Weise durch ein System von Relationen zwischen den 
tiliederr eines erzeugenden Systems die Gruppe zu definiren ist, 
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Stelle der Darstellung der Gruppenglieder durch Elementvertauschungen 
das Operiren mit den Gleichungen zwischen ihren Elementen. Ich werde 
in der vorliegenden Abhandlung dies der Einfachheit halber nur für transitive 
Gruppen zeigen; es ist indessen unschwer zu erkennen, dass das Prineip 
der Behandlungsweise sich auch auf intransitive Gruppen ausdehnen lässt. 
Natürlich stellen die Gleichungen zwischen den Elementen Bedingungen dar, 
die den Operationen auferlegt sind. Die Operationen und damit die Element- 
vertauschungen sind daher durch die Gleichungen zwischen den Elementen 
bestimmt, und umgekehrt. Aber diese Elementvertauschungen bilden ebenso 
wenig das Mittel der Behandlung, wie bei Betrachtung des Systems der 
Relationen zwischen den Gruppengliedern die durch diese bestimmten Element- 
vertauschungen bei Auffassung der Gruppe als solche von gleicher Grad- 
und Ordnungszahl. 

Es ist nicht uninteressant zu sehen, wie Fragen, die bei der Be- 
schränkung auf den besonderen Fall der Relationen zwischen den Gruppen- 
gliedern sich nur schwer allgemeingültig erledigen lassen, wie die Frage 
nach der kleinsten Anzahl der definirenden Relationen und nach der Endlich- 
keit der durch sie definirten Gruppe, also Fragen, die für die Anwendung 
dieser Behandlungsweise von Wichtigkeit sind, sich bei der hier entwickelten 
allgemeinen Auffassung der definirenden Gleichungen auch völlig allgemein- 
gültig beantworten lassen. In $ 2 und 3 werde ich diese Fragen behandeln, 
in $ 4 sodann noch als Anwendung dieser Behandlungsweise die Bestimmung 
der Systeme der Imprimitivität einer Gruppe geben. 


$1. 


Das definirende Gleichungssystem einer transitiven Gruppe. 


Unter „Operation“ soll im Folgenden irgend ein Vorstellungsaect 
verstanden werden, durch den an die Stelle eines Elementes in der Vor- 
stellung ein anderes treten (entstehen) kann, und den wir zunächst nur der 
folgenden Voraussetzung unterwerfen. 

I. Zwei Elemente e,, e;, die durch dieselbe Operation aus zwei Ele- 

menlten e,, e; entstanden sind, sollen gleich oder verschieden von 
einander sein, je nachdem die Elemente e,, e; gleich oder ver- 


schieden von einander sind. 


Wenden wir eine Reihe solcher Operationen 1,2,...,» an auf das- 
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selbe Element e, ebenso auf jedes so entstandene Element u. s. f., so ent- 
steht eine unendliche Reihe von Elementen 


eu, e, C3, . °,: e,; es E55 ... e 


cr Me 


” 


wenn durch e,;..., das durch Anwendung der Operationsfolge &, /p, ..., 4 


vu 
entstandene Element bezeichnet wird.) Ein solches Element e,;.... soll 
dabei ein Element %-ter Klasse heissen, wenn die Anzahl der Operationen 
0,5, ..., 4, durch die es entstanden ist, gleich % ist. Da jedes dieser Ele- 
mente aus demselben Element e entstanden ist, so werden wir ohne weitere 
besondere Voraussetzung über die Operationen 1,...,» die Elemente als 
verschieden von einander anzusehen haben, m. a. W.: die Voraussetzung, 
dass gewisse dieser Elemente gleich sein sollen, involvirt eine weitere Vor- 
aussetzung über die Operationen 1,...,”. Wir wollen nun diese Voraus- 
setzung machen, also annehmen, dass ein System (S) von Gleichungen 





_— E 


e w € ! ' a e; af .. * 
Q@ı,« .P]) a sn @p Prenfp) 


— D_ 
.. ar a. € Py° 


zwischen den Elementen bestehe. Dadurch wird das System (E) sämmt- 
lieber Elemente auf ein System (E’) von einander verschiedener Elemente, 
d.h. soleher Elemente redueirt, von denen keine zwei zufolge (S) einander 
gleich sind, während jedes andere Element einem Elemente von (E’) gleich 
ist. Dabei kann natürlich jedes Element von (E') durch ein ihm gleiches 
ersetzt werden. Fügen wir endlich noch die Voraussetzung hinzu, dass 
II. Durch das Gleichungssystem (S) das System (E) sämmtlicher Ele- 
mente auf ein endliches System (E') von einander verschiedener 
Elemente reducirt werden soll, 
so ist durch (S) eine endliche Substitutionsgruppe (@) definirt, in welcher 
die Elemente von (E') die Elemente der Substitutionen und die v Ver- 
tauschungen, welche die Elemente von (E’) durch Anwendung der Opera- 
tionen 1,...,v erfahren, ein System erzeugender Substitutionen bilden. Diese 
(Gruppe (@) ist transitiv, da an die Stelle des Elements e jedes Element 
e,.;....., durch die Operationsfolge «, /,..., A treten kann. Wir nennen daher (S) 
„ein definirendes Gleichungssystem von (@).*“ Wird umgekehrt durch e ein 
Element, durch S,,...,S, ein System erzeugender Substitutionen einer 
transitiven Gruppe (@) bezeichnet, so werden stets zwei Elemente e, ;...,. 


”) Der Index O als Zeichen der Nichtanwendung einer Operation kann dabei 
nach Belieben hinzugefügt oder fortgelassen werden. 
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tivität der Gruppe auch jede vollständig darstellen.*) 


82. 


Die kleinsten definirenden Gleichungssysteme. 


vor allem die Entscheidung der Frage: 


den Elementen eine endliche Gruppe definirt ? 








@,.,g....„. die durch Anwendung von resp. S,.8;...8,, 8,.8,... 
e entstanden sind, einander gleich zu setzen sein, wenn beide Produete das 
Element e durch dasselbe Element ersetzen. Die Vertauschungen, welche 
aus dem so erhaltenen Gleiehungssystem (S) zwischen den Elementen abzu- 
leiten sind, müssen aber, da S,,..., S, ein System erzeugender Substitutionen 
sein sollte, sämmtliche Substitutionen der Gruppe und wegen der Transi- 


Die Anwendbarkeit der im $ 1 gegebenen Definition einer transitiven 
Gruppe durch ein System von Gleichungen zwischen den Elementen verlangt 


1. Wann ist durch ein gegebenes Gleichungssystem (S) zwischen 


Da die Anzahl der Elemente unendlieh ist. so muss die Anzahl aller 


| zwischen den Elementen bestehenden Gleichungen offenbar unendlich gross 


sein, wenn dieselben eine endliche Gruppe definiren. Es fragt sich daher 


zunächst, ob diese Gleichungen gemäss der über die Operationen gemachten 


Voraussetzung (l.) als Folgen eines endlichen Gleichungssystems zu be- 


trachten sind. Damit führt die Beantwortung der obigen Frage auf die 


andere zurück: 


| endliche Gruppe definirt ist? 


Gruppe als endlich voraus und verstehen alsdann unter 


N r ' » (n (n) 
Eu! ....,0;, 9 Eu!" 000; a? u Me e,‘ ER r) 


ander und von e, verschiedener Elemente e,,e-...., e,, wenden 


menten durch das System der »" Gleichungen; 
mg Ic 200 ers ’ yuenlan),...,  B=]1,...,») 








2. Welches ist die kleinste Anzahl von Gleichungen, dureh die eine 


Die Beantwortung dieser Frage soll daher zuerst gegeben werden. 
Wir setzen also jetzt die durch ein Gleichungssystem (S) definirte 


ein vollständiges System (E’) verschiedener Elemente derselben, das wir auf 
folgende Weise entstanden denken. Wir redueiren zunächst das System 
Ey :..,e, der Elemente 1ter Klasse auf ein vollständiges System von ein- 
auf diese 


*) Als Beispiel diene die Definition der symmetrischen Gruppe von v +1 Ele 
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Elemente e,, e;,....,e; die Operationen 1,...,v» an und redueiren wieder 
die erhaltenen Elemente 2ter Klasse auf ein vollständiges System von ein- 
ander und den Elementen Oter und 1ter Klasse verschiedener Elemente u. =. f., 
bis keine von den übrig gebliebenen Elementen verschiedene mehr vor- 
handen sind. Wenden wir jetzt auf die Elemente von (E’) die Operationen 
l,...,v» an, so müssen die entstandenen v2 Elemente sämmtlich den Ele- 
menten von E’ gleich sein, und es ergiebt sich somit ein System von vn 
Gleichungen 


(A.) Eat .....af ‚ß un e,70#,,..,a’e# (o=1,...n A=1.ur) 


- pP Voß 
als enthalten in dem System ($S). Durch dieses Gleichungsystem ergiebt 
sich ferner jedes nieht in (E’) enthaltene Element e; gleich einem Element 
von (E'), folglich auch (nach Vor. I.) jedes Element e,,, e;,; ‘u. 8. w. Sind 


daher e,....,.22 Ca... zwei gleiche Elemente, so müssen sich diese dem 


System (A.) zufolge gleich demselben Element von (E’) ergeben, also die 


Gleichung e&,,...., = e sich als Folge von (A.) erweisen. Durch das 


ud Hy fl] 
Gleichungssystem (A.) ist also die Gruppe definirt. Von diesen Gleichungen 
sind aber »n—1 Gleichungen Identitäten. Denn der Bildung von (E) 


gemäss findet sich in (E’) neben jedem Element e,e,...,.eg _,.g auch das 
| Br 


Element A FRE: SRe Mithin stimmen in n—1 der Elemente e,e, na. des 
Gleichungssystems (A.) die Indicesverbindungen (e?, ..,0,ß) überein 
mit den Indicesverbindungen der von e, verschiedenen Elemente in (E)), 
also mit den Indicesverbindungen auf den rechten Seiten der Gleichungen 
(A). Es bleiben somit vn—(n-—1) Gleichungen des Systems (A.) als 
definirende Gleichungen übrig, von denen wir nun zeigen wollen, dass sie 
auch ein kleinstmögliches System definirender Gleichungen bilden. 

Der Beweis für diese Behauptung ist nicht ohne einige Vorbereitungen 


zu erledigen, weil zwei Gleichungen e, = e 


k Hissees u 7U _ Cu. 


41] 70) 
von denen nach Vor. I. die eine eine Folge der anderen ist, sich nicht im 
Sinne der Arithmethik als Folgen von einander ergeben. Es gelingt 
indessen einen strengen Beweis zu führen, wenn man die Untersuchung auf 
das Gebiet der Arithmethik hinüberspielt. Hierzu lassen wir den » Ele- 


! .. 
menten @,9,....2 (o=1,...,n) des Systems (E’) n Grössen resp. P.° 


oO 
.... 7 
(= 1,...n) entsprechen, von denen die dem Element e, entsprechende 
p,=0 sein soll, während die übrigen »—1 unbeschränkt Veränderliche sein 
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sollen. Ebenso mögen vr—(n—1) weitere unbeschränkt veränderliche 


(Jrössen ? ı o=|1,....vn—n-+]1) resp. denienigen vn-(n—]1) 
Po | ) n—! 


[7] 


Elementen e r, u. . (@=1,..,va—n+1) auf der linken Seite des 
"a ‚A 


Gleichungssytems (A.) entsprechen, welche den in (A.) enthaltenen definirenden 
Gleichungen angehören, deren Indicesverbindungen («'>,...,a'°,/,,) sieh 


] a 
N 0 
J 


also nieht unter den Indicesverbindungen der Elemente von (E') vorfinden. 
Endlich soll jeder Elementgleichung e,,...,.= €,....., ein Aggregat solcher 


r om Ur -— _ 


Grössen p entsprechen. Ist nämlich 


Ein. BEN 


m 
Am 72 Pe isia.ga 5; 


wo die Indicesverbindungen (a'=,..., a'« ), (@'®,...,e;” ) Elementen von 


(E‘) angehören, und setzt man alsdann 
\ ’ 


=> PN 4 
u e F Pot Ppı, TPafı....,at „de Ps a 1) ie P. v1 


.f 


! l 


lssase; u Z—. Po+ Pu +pas.  ®, ‚ta T Pa Doc, AD ; u, Tr „ 17 P, ei. 


so soll die Differenz 3,,..,—-=,....., der Gleichung e,....;,= e,....., ent- 


sprechen. Dann sind offenbar zwei Differenzen, welche zwei Gleichungen 
der Form e,,...,= &u..un Cu..u = ©&,...., entsprechen, entgegengesetzte 


Grössen und eine Differenz 3,..,—;,....,., welche einer als Folge 


zweier Gleichungen e,,...,= eu... Eu. =e;...,', erhaltenen Gleichung 


soon A. m/f] hıremdh, 


&,....., = @/,...;. entspricht, ist die Summe der den einzelnen Gleichungen 


r 


entsprechenden Differenzen 3, .,— Su... Zu... „2%... /.. Entsprechen 
endlich die Differenzen 3... — =... Fi......3 u... „,s; zwei Gleichungen 


nn Oman Ca dus, Yon denen also die eine nach Vor. I. 


eine Folge der andern ist, so wird 


hy a u BL, 
anne na 5:7 Ms h, Ö Dur 
da FE hy Ap II Ar +P. . ), 
’ 
>> — > | s 8) 
u "TER "7 Re — inautıı T Pa ey h) 
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ist, hier aber (ay’,..., a7); (art... 8 ) dieselbe Indicesverbindung eines 
Y 7 


Elements von (E’) darstellen, desjenigen nämlich, dem die Elemente 
Eu... Cu...) gleich sind. Daraus folgt nun sofort, dass einer Element- 
gleichung, die sich aus anderen Elementgleichungen als Folge dieser ab- 
leiten lässt, eine Differenz entsprechen muss, die eine lineare homogene 
ganzzahlige Function der den einzelnen Elementgleichungen entsprechenden 
Differenzen ist. Wären nun die »» — (n—1) in (A.) enthaltenen definirenden 
Gleichungen aus einer kleineren Anzahl von Elementgleichungen abzuleiten, 
so müsste folglich zwischen ihren entsprechenden vr —(n—1) Differenzen eine 
lineare homogene Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten bestehen. Das 
ist aber unmöglich, denn jede dieser »»a—(n—1) Differenzen enthält mit dem 
Coeffiecienten 1 behaftet eine der »a—(n—1) Veränderlichen 


ae SER a0 8 (=1..vn—n+l1) 


und diese Veränderliche kommt in keiner der übrigen der vn — (n—1) Ditte- 
renzen Vor. 

Wir erhalten damit den Satz: 

Wird ein durch v Operationen entstandenes Elementsystem 

U ee RE u WR URRGEDEN 

durch Gleichungen zwischen den Elementen auf n von einander verschiedene 
Elemente reducirt, so kann man die Gleichungen zwischen den Elementen aus 
vna—n--I Gleichungen, aber aus keiner kleineren Anzahl von Gleichungen ab- 
leiten, die zwischen den Elementen bestehen. 


$ 3. 
Kriterium der Endlichkeit einer Gruppe. 

Nach dem vorigen Paragraphen muss jedes zwischen den Elementen 
bestehende Gleichungssystem, durch das eine endliche transitive Gruppe 
definirt wird, aus einer endlichen Anzahl von Gleichungen sich ableiten 
lassen. Umgekehrt aber ist nicht durch jedes zwischen den Elementen 
bestehende endliche Gleichungssytem und die aus ihm abzuleitenden 
Gleichungen eine endliche Gruppe definirt. Es bedarf also eines Kriteriums 
dafür, wann dies der Fall ist oder nicht. 

Wir setzen daher jetzt voraus, dass zwischen den Elementen ein 
endliches Gleichungssystem (S.) bestehe, das keine Elemente höherer als 
der A-ten Klasse enthält. Alsdann kann man zunächst die Elemente O-ter bis 
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k-ter Klasse in Systeme gleicher Elemente scheiden, indem man je zwei gleiche 
Elemente und je zwei Elemente, die aus zwei gleichen Elementen dureh Hinzu- 
fügen oder Fortlassen desselben letzten Index entstanden, also nach Vor. 1. 
ebenfalls als gleich zu betrachten sind, in einem Systeme vereinigt, bis je 
zwei aus zwei Elementen eines und desselben Systems durch Hinzufügen 
oder Fortlassen desselben letzten Index entstandene Elemente wieder einem 
und demselben System angehören. Durch alleinige Berücksichtieung der 
Elemente O-ter bis %-ter Klasse kann dann eine Gleichung zwischen zwei 
Elementen verschiedener dieser Systeme sich nicht aus (S.) ableiten lassen. 
Wir bezeichnen diese Systeme durch E,,...,E,, E,.1.,.:., E,.,. wobei 


n » int]? 


Y 


dureh E,,1, -. -, E,;„ diejenigen unter ihnen bezeichnet werden sollen, die nur 

Elemente %-ter Klasse enthalten. Jedes Element (+ 1)-ter Klasse (e,...,.... 

ist nun aus einem Element 4-ter Klasse e,,.,, durch Anwendung der Operation 

),,, entstanden. (rehört e,,....., einem System E, der » ersten Systeme 

E,,...,E, an, so enthält E, auch Elemente 0-,..., (k—1)-ter Klasse, die 

durch Anwendung von #,,, sämmtlich in Elemente eines der Systeme 
 - 


übergehen. Diesem Systeme ist alsdann e,,...,; als gleich zuzuordnen, 


(sehört dagegen e,,....., einem der Systeme E,.1,.-.,E,;„ an, so gehen die 
Elemente dieses Systems sämmtlich durch Anwendung von A,,, in Elemente 
(k-+1)-ter Klasse über, die für sich ein neues System bilden. Auf diese Weise 
werden die Elemente 0- bis (#-+1)-ter Klasse in a+m-+rm-Systeme gleicher 
Elemente E,,..., Erım, Earmzızeer Enimssm geschieden, unter denen die 
Systeme E) 4 u+r13 +; Erin ,m nur Elemente (+ 1)-ter Klasse enthalten. Da 
hierbei stets zwei Elemente, die aus einem und demselben System durch 
Hinzufügen oder Fortlassen desselben letzten Index entstehen, wieder einem 
und demselben System angehören, so kann die alleinige Berücksichtigung der 
Elemente O- bis (k+1)-ter Klasse keine Gleichung zwischen zwei Elementen 


N 


verschiedener Systeme ergeben. Der Uebergang zu den Elementen (4+ 2)-ter 
Klasse liefert aber, wenn m > 0 ist, wieder eine grössere Anzahl, nämlich 
n+m-+-m+v’m solche Systeme, also ebenso viele verschiedene Elemente, 
und es muss mithin die Anzahl der verschiedenen Elemente sich immer 
grösser ergeben, also unendlich gross sein. Ist dagegen m = 0, so bleibt 
die Anzahl der Systeme, also auch der verschiedenen Elemente, gleich n. 


Wir erhalten mithin als Kriterium der Endlichkeit: 
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Damit durch ein Gleichungssystem (S.) zwischen den Elementen V- bis 
k-ter Klasse eine endliche transitive Gruppe definirt ist, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass durch die Gleichungen, die bei alleiniger Berücksichtigung der 
Elemente V- bis k-ter Klasse zwischen diesen Elementen aus (S.) abzuleiten 
sind, jedes Element k-ter Klasse gleich einem Element niedrigerer Klasse ge- 
setzt wird. 

So wird durch das System der v «—1) Gleichungen 


f) — f (ds theme ET: \ 
e,; >= Ee, (0: Bues1,...,MmBal,,...?) 


keine endliche Gruppe definirt, da durch dasselbe die Elemente 
eu (am 1...) 
nicht gleich Elementen O-ter oder 1-ter Klasse gesetzt werden. Fügt man 
dagegen noch die Gleichungen e,,=e (e=1,...,r) hinzu, so stellt das er- 
haltene System von v° Gleiehungen ein definirendes Gleichungssystem der 
symmetrischen Gruppe der v+1 Elemente e, e,,...,e, dar und bildet gleich- 
zeitig ein kleinstes solches definirendes Gleichungssystem, das zuf. $ 2 
v—1)w+1)+1=r’ Gleichungen enthalten muss. 
Als zweites Beispiel diene das Gleichungssystem 


: & N = ee, ()) (el... aeiur v). 
\ . 1 ( la 


wo 1° die 4-malige Wiederholung des Index 1(1’=0) und f, (4) eine von 
), abhängige Zahl bezeichnen soll, die wieder der Zahlenreihe 0,...,2—1 an- 
gehört. Durch diese »—1)n Gleichungen wird jedes Element »-ter Klasse 


n — 2) einem der Elemente e, &,,...,e,„_, gleich gesetzt”), mit Ausnahme 
: 1 
allein des Elements e,; es wird also durch diese Gleichungen keine enid- 
1 


liche Gruppe definirt. Fügen wir dagegen noch die Gleichung hinzu 


oO 
6:3 9er? 


1 
so erhalten wir eine endliche transitive Gruppe. Setzen wir noch die 
Funetionen f, so gewählt voraus, dass aus f,A) = f,(#) auch 4=4 folgt, 


so sind e,&,@3,...,e,_, die verschiedenen Elemente dieser Gruppe, und 
1 i 


die @— 1)» +1-Gleichungen (A.) und (B.) bilden ein kleinstes definirendes 
Gleichungssystem derselben. Die Gruppe selbst kann jede beliebige 
Gruppe sein, die eine Cireularsubstitution ihrer sämmtlichen Elemente 
enthält. 
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$ 4. 
Die Systeme der Imprimitivität. 

Fügt man zu einem definirenden ‚Gleichheitssysteme (S.) einer tran- 
sitiven Gruppe (@.) Gleichungen hinzu, die sich nicht aus (S.) ableiten lassen, 
so müssen durch das so erhaltene neue Gleichungssystem (S’.) Elemente 
einander gleich gesetzt werden, die zuf. (S.) sich nieht als gleich, also als 
verschieden von einander erweisen. Ein vollständiges System E’ verschie- 
dener Elemente von (@.) wird also durch (S’.) in Systeme E},..., E, von 
gleichen Elementen geschieden, und durch (S’.) somit eine Gruppe (@.) de- 
finirt, deren Elementzahl o kleiner als die von (@.) ist. Sind nun 


e E3,.... 


jo / 


zwei Elemente eines dieser Systeme E,,.... E,, sodass also zuf. (8. 


A 7 Tee 
ist, so ist anch zuf. (S'.) e,.....,;, = €;....;,. Dann aber müssen zuf. (S. 
Eur Ca... 5, Zwei Elementen eines der Systeme E,,...,E, gleich sein. 


Jede Operation y führt also zufolge (S.) zwei Elemente eines der Systeme 
E,,...,E, wieder in zwei Elemente eines dieser Systeme über, die Systeme 
E,,...,‚E, sind somit Systeme der Imprimitivität der Gruppe (@.), der 
Grad oe von (@'.) ist also ein T'heiler desjenigen von (@.). Ferner werden 
zuf. (S'.) je zwei Substitutionen von (@.) einander gleich, welche die 
Systeme Ej,...,E, in gleicher Weise vertauschen, der Identität werden 
mithin die Glieder der invarianten Unterpruppe von (@.) gleich, welche die 
Elemente jedes Systems gegen einander vertauschen. Ist deren Ordnung 
> 1, so ist folglich auch die Ordnung von (@.) ein Theiler derjenigen von 
(@.). Die Substitutionen von (@.) vertauschen ein System von Elementen, 
das durch Auswahl je eines Repräsentanten aus den Systemen E,,.... E, er- 
halten ist, ebenso wie die entsprechenden Substitutionen von (@.) die Systeme 
E,,...,E,: (@.) kann also als die Gruppe dieser Vertauschungen betrachtet 
werden. 

Es seien umgekehrt E,,..., E, Systeme der Imprimitivität, in die 
man ein vollständiges System E’ der durch (S.) definirten Gruppe (@.) 
scheiden kann. Denkt man sich nun dem System aller zuf. (S.) zwischen 
den Elementen bestehenden Gleichungen alle die Gleichungen hinzugefügt, die 


sich ergeben, wenn man je zwei Elemente eines jeden der Systeme E{,..., E! 


und ebenso je zwei Elemente, die zuf. (S.) zwei Elementen eines solehen 


\ 
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Systems gleich sind, einander gleich setzt, so kann als Folge des so er- 
haltenen Gleiehungssystems ($’.) sich auch nie eine Gleichung zwischen 
zwei Elementen verschiedener der Systeme E,,...,E, ergeben. Denn sind 
zuf,. (S.) die Elemente e, . @3....;, zwei Elementen eines der Systeme 


.. 0%) Pl 


E,,...,E, gleich; so sind zuf. ($S.) auch die Elemente e, Or...hr 


“. 27° Y) a7 


zwei Elementen eines dieser Systeme gleich, und umgekehrt. Von zwei 
(Gleichungen 


eu 


Oje» dc) on ana ßı und Eon. 


nat Ohren Br) 

von denen die eine nach Vor. ]. eine Folge der anderen ist und eine dem 
System (S‘.) angehört, gehört also auch die andere dem System (S$’.) an. 
Nun lassen sich aber auch sämmtliche Gleichungen von (S’,) aus dem 
(rleichungssystem ableiten, das man erhält, wennn man zu (S$.) die durch 
(rleichsetzen der Elemente eines der Systeme E\,..., E, entstehenden 


(sleichungen hinzufügt. Denn werden etwa die Elemente von E, einander 


gleich gesetzt, und sind e,,..,a; ,....;, zwei Elemente, die zuf. (S.) zwei 
Klementen eines beliebigen der Systeme E},,...,E, gleich sind, so giebt es 
stets eine Operationsfolge 70d,...,A und zwei Elemente naht Es... in 
E,, derart, dass Di ut Ze und rn Oh, zuf. (S.) 
ist. Aus der Gleichung ea I folgt somit auch die andere 
Parco = ®a....,a, as Gleichsetzen der Elemente eines der Systeme 


E\,..., E, zieht also die Gleichheit der Elemente jedes der übrigen Systeme, 
aber keine Gleiehung zwischen zwei Elementen verschiedener dieser Systeme 
nach sich. Es ergiebt sich also der Satz: 

Fügt man einem definirenden Gleichungssystem (S.) einer Gruppe (@.) 
ein System (s.) neuer Gleichungen zwischen den Elementen hinzu, so scheidet sich 
ein vollständiges System verschiedener Elemente von (G.) in Systeme gleich 
werdender Elemente. Diese Systeme sind gegen einander vertauschbare Systeme 
der Imprimitivität für (@.), und zwar sind sie die kleinsten Systeme dieser 
Art, welche die in (s.) enthaltenen Systeme gleichgesetzter Elemente umfassen.“ ) 

Setzt man zwei verschiedene Elemente einer primitiven Gruppe 
einander gleich, so müssen somit sämmtliche Elemente einander gleich 





werden. 


*) Dieser Satz ist das Analogon zu dem Satze von Herrn Dyck über die Erweiterung 

des Systems der Relationen zwischen den Gliedern der Gruppe: „Gruppentheor. Studien“ I 

Math. Ann., Bd. 20, $$S 4 u. 5 und I]. Math. Ann. Bd. 22, $ 3. 
N) - 


> 
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SD. 
Die Relationen zwischen den Gliedern einer Gruppe. 
Ist das zwischen den Elementen e, &,...,6,, Es ++, &,,... einer 


transitiven Gruppe bestehende Gleichungssystem von der besonderen Be- 


schaffenheit, dass 


III. neben jeder Gleichung e,,...;, = u... @uch alle Gleichungen 
der Form 
Bi Le ( 
bestehen, 
so bestehen mit jeder Gleichung der Form e;...,,=e,.... auch alle 
Gleichungen der Form e,;,........, = &usrouu.sa Mit jeder Gleichung 


der Form e,,....o, = @zo...,., bestehen ferner auch die Gleichungen 


e, er... 8 W., 


‘a0 kann 0, a” 0 „.:07,) OO Or 
also da wegen der Endlichkeit der Anzahl der verschiedenen Elemente 
einmal e „„, = e,, e„= e werden muss, besteht auch mit jeder Gleichung 


BZ 5 die Gleichung e,...., = &.....o: Wird also ein Element 


durch zwei Operationsfolgen A,,...,4,, 4, ..., 4, in gleiche Elemente über- 
geführt, so wird auch jedes Element durch diese Operationsfolgen in gleiche 


Elemente übergeführt. Jeder Elementgleichung e, ...,, = e,..... entspricht 
also dann eine Relation S,...8,=S8,...S, zwischen den den Opera- 


tionen entsprechenden Substitutionen, die Gruppe ist eine solche von gleicher 
Grad- und Ordnungszahl, und das System der Relationen zwischen den 
Substitutionen S,,...,S, ist nichts anderes, als das System der Gleichungen 
zwischen den Elementen e, e,,..., &,, Es Eias «++, &yyy ... in anderer Schreib- 


weise. Umgekehrt ist klar, dass auch für jede transitive Gruppe von gleicher 
Grad- und Ordnungszahl das System der Gleichungen zwischen den Ele- 
menten die Vor. Ill. erfüllt. Es erweist sich also das System der Relationen 
zwischen den Gliedern oder einem erzeugenden System von Gliedern einer 
Gruppe als ein besonderer Fall des Gleichungssystems, das zwischen den Ele- 
menlen einer beliebigen transitiven Gruppe besteht. Da aber in diesem be- 
sonderen Fall zwei Gleichungen 


E aim. == e U,‘ e — e \ L Ä 


kr Use Ur) Aires hf His». Kr) 
von denen nach Vor. I. keine als Folge der andern allein zu betrachten 
ist, nach Vor. III. als Folgen von einander betrachtet werden können, so 
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ist klar, dass ein im Sinne des $ 2 kleinstes definirendes Gleichungssystem 
diese Eigenschaft, ein Aleinstes definirendes Gleichungssystem zu sein, ver- 
lieren kann, sobald für die Ableitung der Gleichungen aus einander sowohl 
die Vor. I, als auch Vor. III zu Grunde gelegt wird. In der That ist 
alsdann die in $ 2 ermittelte Anzahl va—n-+1 zu vermindern um einen 


Betrag, der indessen von der besonderen Beschaffenheit der Gleichungen 
abhängig ist.”) 


*) Eine obere Grenze für die Anzahl der definirenden Relationen zwischen den 
Gruppengliedern ist von Herrn Dyck in seiner Abhandlung „Gruppentheoretische Studien“ 
Math. Ann. Bd. 20, $ 13 abgeleitet worden. 























Ein Satz über die Zerlegung homogener linearer 
Difterentialausdrücke in irreducible Factoren. 


(Von Herrn Edmund Landau.) 


Herr Frobenius”) hat in die Theorie der linearen Differential- 
sleichungen den Begriff der Irredueibilität eingeführt. Wenn die Üoef- 
fieienten einer homogenen linearen Differentialgleichung”*) einem gewissen 
jereiche von Functionen angehören, so heisst die Differentialgleichung 
irredueibel in Bezug auf den Bereich, wenn sie mit keiner Differential- 
gleichung niedrigerer Ordnung, deren Üoveffieienten dem Bereiche angehören, 
ein Integral gemeinsam hat; anderenfalls heisst sie redueibel für den Bereich. 
Ist der gegebene Bereich so beschaffen, dass Summe, Differenz, Produet 
und Quotient je zweier ihm angehörigen Funetionen und der Differential- 
quotient jeder solchen Funetion gleichfalls in ihm vorkommt, so gilt nach 
Herrn Frobenius””) der Satz: 

„Eine Differentialgleichung 

Py)=V, 
die mit einer irredueiblen Difterentialgleichung 


Oy)=V0 


ein Integral gemeinsam hat, wird durch jedes Integral von 0 = UV befriedigt, 


<_ 


*) „Ueber den Begriff der Irreduetibilität in der Theorie der linearen Diflerential- 
gleichungen“ \ 


22 


,‚ dieses Journal, Bd. 76, 1875, 8. 257. 
**) Es handelt sich in dieser Arbeit durchweg um homogene lineare Diflerential- 

gleichungen und Differentialausdrücke, auch wenn dies nicht besonders bemerkt wird. 
en 2.80., 8: 367. 
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und es existirt ein Differentialausdruck R, dessen Coeffieienten dem Bereiche 
angehören, für welchen 
P=RO 

ist.“ 

So fortschliessend gelangt man zu dem bekannten Satze*), dass der 
Ditferentialausdruck P in irredueible Factoren zerlegbar ist: 

P= 0Q,0,-1 .-- Q:Qı, 

wo die Summe der Ordnungen von Q,, Q:, ..., Q, gleich der Ordnung » von P 
und das Produet der Coeffieienten der höchsten beziehlich in 0,,0:,..., 0, 
vorkommenden Ableitungen gleich dem Coeffieienten von y”’ in P ist. Diese 
Zerlegung von P ist aber nicht eindeutig, schon aus dem Grunde, weil 
man einen beliebigen der Factoren Q, mit einer willkürlichen, dem Bereiche 
angehörigen Function von x muitiplieiren und dann entsprechend die Kette 
weiter nach links fortsetzen kann.**) Aber auch wenn man diese Willkürlich- 
keit durch die Verfügung beseitigt, dass in P und in allen Q, der Coefficient 
der höchsten vorkommenden Ableitung gleich 1 ist, kann die Zerlegung von 
P in irredueible Faetoren mehrdeutig und sogar unendlich vieldeutig sein, 
wie folgendes einfache Beispiel lehrt: die linke Seite der im Bereiche der 
rationalen Funetionen von x redueiblen Differentialgleichung 


Py)=y-zy+t 


deren allgemeines Integral 


2 
y=V 


x I 


y=ax-+bı 


ist, ist durch jeden der unendlich vielen Differentialausdrücke erster Ordnung 


Iy)=y— 


theilbar, wo e eine willkürliche Constante bezeichnet; für jedes e giebt es 
ein R, sodass P= RO ist. 
Im Folgenden werde ich nun den Nachweis des Satzes führen: 


l+2cz 
z-+ cz J 


*) Vergl.. Heffter, „Einleitung in die Theorie der linearen Differentialgleichungen 
mit einer unabhängigen Variablen“, Leipzig 1594, S. 195 und Schlesinger, „Handbuch 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen“, Bd. 1, Leipzig 1895, S. 85. 

**) Wenn P durch S theilbar ist, d.h. wenn P=( durch alle Lösungen von 
S—=0 befriedigt wird, so wird jaP=0 auch durch alle Lösungen von f(x).S = 0 
befriedigt, da diese keine anderen sind als die von $S=0; P ist also durch f(x). S 
theilbar. 
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Bei allen Zerlegungen eines Differentialausdruckes in irreduecible Factoren 
ist die Anzahl der Factoren dieselbe, und es sind die Ordnungen der Factoren, 
abgesehen von der Reihenfolge, dieselben. 

Beweis: Der Satz ist evident für »=]1, da alsdann P stets irredu- 
eibel ist. Er gilt auch für = 2; denn entweder P ist irredueibel, dann 
giebt es gar keine Zerlegungen ausser der identischen P=P; oder P ist 
reducibel, dann giebt es nur Zerlegungen in zwei Factoren erster Ordnung. 
Ich nehme den Satz für alle Ordnungen bis a— 1 als bewiesen an und beweise 
ihn für n. 


Es mögen 


(1.) P=00,..:0,. 
(2.) PAsIH,i :r : Bel: 


zwei verschiedene Zerlegungen von P in irredueible Factoren sein; dann 
ist erstens zu zeigen, dass 4 = u ist, und zweitens, dass die Ordnungen der Q, 
in einer gewissen heihenfolge beziehlich mit denen der K, übereinstimmen. 

Ich vergleiche die beiden irredueiblen Differentialausdrücke Q, und 
K,; es sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem sie eine (von Null 
verschiedene) Lösung gemeinsam haben oder nicht. 

Il. Wenn Q,=0 und K,=0 ein Integral gemeinsam haben, so sind 
nothwendig Q, und X, von gleicher Ordnung und stimmen abgesehen von 
einem nur von x abhängigen Factor überein: 

K,=f(e).Q.- 
eo) Wenn f(z) =1, also K,=(, ist, so folgt aus (1.) und (2.), dass 


0... SKK, .:- : 
is. Man hat hier einen Differentialausdruck von niedrigerer als der »-ten 
Ordnung, der auf zwei Arten in irredueible Faetoren zerlegt ist; für einen 
solchen ist aber der Satz als bewiesen angenommen worden; daher ist 
.—1l= u-—1,d.h. = u, und die Ordnungen von Q,,..., Q, stimmen beziehlieh 
mit denen von K,,..., K, überein, womit die Behauptung auch für die 
beiden Zerlegungen (1.), (2.) von P bewiesen ist, 
P) Ist f(x) nicht gleich 1, so kann man aus 
(3.) P=K,...K,K,K,=K,...K,K,(f®,) 
dadurch eine mit Q, endigende Zerlegung von P in irredueible Faetoren 
herleiten, dass man in K,(fQ,) die im Symbol A, enthaltenen Difterential- 


16* 
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operationen ausführt und nach Ableitungen von 0Q, ordnet. In der ent- 
stehenden Gleichung 

(4.) K,'fQ) = RO, 
ist A irredueibel. Denn es ist 


K,fy)=RWy). 

Wäre AR redueibel, so gäbe es eine von 0 verschiedene Lösung y von 
R(y) = 0, welche einer Differentialgleichung niedrigerer Ordnung S(y) = 0 
genügt; S(y) lässt sich aber in die Form T(fy) bringen, so dass KR, = 0 
mit der Differentialgleichung niedrigerer Ordnung T= 0 die Lösung f(x). y 
gemeinsam hätte, also gegen die Voraussetzung redueibel wäre. Aus (3.), 
(4.) folgt also für P die neue Zerlegung 

(5. P=K,...K,RQ, 
in irredueible Faetoren. (5.) hat dieselbe Faetorenzahl wie (2.) mit beziehlich 
(sogar in derselben Reihenfolge) gleichen Ordnungen ; in der That sind die «— 2 
Faetoren Ä,,..., K; in (2.) und (5.) vorhanden und K,, R, sowie K,, Q,, 
sind von beziehlich gleicher Ordnung. (5.) hat nun mit (1.) den letzten 
Factor Q, gemeinsam; der Fall (P) ist also auf den bereits erledigten 
Fall («) zurückgeführt. 

II. Wenn Q0,=0 und K,=0 kein Integral gemeinsam haben, so 
giebt es”) eine abgesehen von einem willkürlichen, nur von x abhängigen 
Factor wohlbestimmte Differentialgleichung U= 0 mit Üoeffieienten im Be- 
reiche, deren Ordnung gleich der Summe der Ordnungen von Q, und K, ist 
und welche durch alle Lösungen von Q, = 0, sowie durch alle Lösungen 
von K, = befriedigt wird, Das allgemeine Integral von U=0 ist in der 
Form y-+ 2 enthalten, wo y das allgemeine Integral von Q,=0 und z 
das allgemeine Integral von A, = 0 bezeichnet. U ist einerseits durch Q,, 
andererseits durch X, theilbar; es bestehen also zwei Gleichungen 

U=AQ, 
U=BRK,. 


0), und X, sind nach Voraussetzung irreducibel; ich behaupte, dass 


u, 


I 


") Vergl. Brassinne, „Analogie des equations differentielles lineaires a coefficients 
variables avec les equations algebriques“, Note Ill in Sturm, „Cours d’analyse“, Bd. 2, 
und Heffter, „Ueber gemeinsame Vielfache linearer Differentialausdrücke und lineare 
Differentialgleichungen derselben Klasse“, dieses Journal, Bd. 116, 1596, S. 157. 
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auch A und B irredueibel sind. Wegen der Symmetrie genügt es, ersteres 
zu zeigen. (Gesetzt, es gäbe eine Zerlegung 

A-=6D; 
wo die Ordnungen von EC und D grösser als 0 sind, so wäre 

U=-CDO,.. 
Jede Lösung von Q, = 0 befriedigt auch DO, =0, und jede Lösung 
von DO, =0 befriedigt auch U=0, ist also von der Form y+z, wo 
0,(y)=%, K,(z2)=0. Da DO, von höherer Ordnuı 
DO,=0 sicher eine Lösuı 


ist als Q,, hat also 


15 
1% der Form y-+z, bei der 3 von O0 verschieden 
ist. Aus 
DO, (y+z2) = 0 
folgt aber 
DO,(y) + DO, (e) = 0, 


DO, (2) =Vd. 
DO, = hat also mit der irredueiblen Differentialgleichung K, = U ein von U 
verschiedenes Integral 3 gemeinsam, wird daher durch jedes Integral z von 
K, = 0 befriedigt, also durch jedes y+z, d. h. durch jedes Integral von 
U=0. DO, kann also nicht von niedrigerer Ordnung sein als 
U=AQ,=CDQ, 
sodass die Annahme der Zerlegbarkeit von A zu einem Widerspruche führt. 
A und B sind also irredueibel. 
Der vorgelegte Differentialausdruck P ist durch Q, und K,, also dureh 
U theilbar: 
P= FW. 
Es sei 
Fuss 
eine Zerlegung von V in irreducible Factoren. Dann erhält man ausser 
(1.) und (2.) noch folgende zwei Zerlegungen von P in irredueible Factoren: 
(6.) A FRE FR TR 
(7.) Paub,:.ZBä. 


Aus (1.), (6.) folgt, da der letzte Factor übereinstimmt, nach (I. «), 


\ 


dass v=4—2 ist und dass die Ordnungen in (1.), (6.) abgesehen von der 
Reihenfolge beziehlich übereinstimmen. Das Entsprechende folgt für (2.) 
(1.); es ist v= u—2, folglich A = u. 


Der Vergleich von (6.), (7.) zeigt nun, 


\ 
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da die Ordnungen von A und K,, sowie die von Q, und B beziehlich überein- 
stimmen, dass (6.) und (7.) gleich viele Factoren von beziehlich gleicher 
Ordnung haben. Also ist, wenn man von (1.) über (6.) und (7.) zu (2.) 
übergeht, die behauptete Invarianz für (1.) und (2.), d. h. für zwei be- 
liebige Zerlegungen von P in irreducible Factoren bewiesen. 

Der Jordansche”) Satz über die Compositionsreihe einer endlichen 
Gruppe, an dessen Herleitung diese Beweismethode erinnert, hat zwar schon 
durch die Untersuchungen von Lie””) und Vessiot”””) ein Analogon in der 
T'heorie der linearen Differentialgleichungen gefunden, jedoch erst in einem 
viel höheren Theile, bei der Lehre von der Zerlegbarkeit der Trans- 
formationsgruppe der Differentialgleichung, während der im Vorstehenden 
bewiesene Satz in einem der elementarsten Kapitel seine Stelle findet. 


*) „Traite des substitutions et des equations algebriques“, Paris 1870, S. 42 
und 669. 

**) „Zur Theorie der Berührungstransformationen“, Abhandlungen der mathema- 
tisch-physischen Classe der Königlich Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften, 
Bd. 14, 1888, S. 562 und „Theorie der Transformationsgruppen“*, Bd. 3, Leipzig 1893, 
S. 704. 

***) „Sur l’integration des equations differentielles lineaires“, Annales scientifiques 
de l’ecole normale superieure, 5 "e serie, t. 9, 1592, 8. 203—206; s. auch Schlesinger, 
„Handbuch ete.“, Bd. 2, Theil 1, Leipzig 1597, S. 53. 























Eine Wechselbeziehung zwischen Funetionen 
mehrerer Unbestimmten, die zu Reciprocitäts- 


gesetzen führt. 


(Von Herrn H. Kühne in Dortmund. ) 


* Der ereich der ganzen ganzzahligen Funetionen von z,,...,, 
werde mit DB bezeichnet, und es sei 


P= (p, Be) Be En 5 0 )) 
ein dem Bereich entnommenes Modulsystem von folgenden Eigenschaften: 
p ist eine ungerade Primzahl, f, (x) mod p irredueibel, £(@,; x,) als Function 
von x, aufgefasst (mod p, f(x,)) irrredueibel u. s. w. Jedes f, muss r,, 
darf nicht z,;,,..., x, und kann z,,..., z;_, enthalten. Der Coefficient der 
höchsten Potenz von x, in fi sei = 1. 


Ein solches System ist ein Primmodulsystem des Bereichs ®. Diese 
T'hatsache ist bekannt für den Fall a = 1. Wir schliessen weiter durch 
Induetion und nehmen an, der Satz gelte bis hin zur =nr-—1. Dann ist 


also P,_,, das aus ?P = P, dureh Tilgung von f, entsteht, ein Primmodul- 


system des Bereichs ®,_, = [,,.-.,,_,], und demnach wird es durch Ad- 
Junetion irgend einer Grösse F,_, dieses Bereiches, die das System nicht 
enthält, der 1 aequivalent, d. h. es besteht eine Gleichung 

ep ++ Kafpaıt F 


Das lautet mit anderen Worten: zu jeder das Svstem P, , nicht 
R A l 


n—]1 
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enthaltenden Grösse F,_, giebt es eine Grösse @,_, von der Beschaffen- 
heit, dass 

F,1@,_ = 1 (mod P,_,) 
ist. 

Sind nun F und @ zwei Grössen von ®, und ist der Grad von @ 
in x, geringer als der oder gleich dem Grad von F, so kann ein Factor 
aus dem Bereiche ®,_, so bestimmt werden, dass mod P,_, der erste 
Coeffieient von @ nach Multiplieation mit diesem Factor dem ersten Üoeffi- 
eienten von F eongruent wird. Wird dann @ mit diesem Factor multiplieirt 
von F abgezogen, so bleibt eine Function F’ von geringerem Grade als F 
übrig. Dieser Vorgang bedeutet eine Division im Grössenbereich B. Aus 
dem Begriff der Division folgt aber der Begriff des grössten gemeinsamen 
Thheilers und daraus für den Fall zweier theilerfremden F und @ die Existenz 
zweier Grössen F und G, die der Bedingung 

FF+GG=1 (mod P,_,) 
genügen. Netzen wir nun f, Statt F, so ist jede Grösse G, die f, nicht 
enthält, zu f, theilerfremd und es besteht die Beziehung 
GG =1 (mod P). 

Das heisst aber: Das System P ist nach Adjunetion irgend einer 
das System nicht enthaltenden Grösse der 1 aequivalent. Es ist also ein 
Primmodulsystem. 

2. Der Grad von f; in z; sei m,, dann ist die Anzahl aller mod P 
ineongruenten Reste des Bereichs W 


ı=-p 
Für jede Grösse a des Bereichs, die 0 ausgeschlossen, gilt, wie 


Mia. MM, 
. 


leicht einzusehen, der Fermatsche Satz: 


My a. . MM 


ee Mizgriz=i(modP), 
und es lassen sich auch hier die Grössen a in Gruppen theilen, je nach 
dem kleinsten Exponenten, mit dem potenzirt sie 1 ergeben. Ebenso folgt 
leicht die Richtigkeit des Wilsonschen Satzes 
Ta=-—1 (mod P), 
wobei das Produet über alle ineongruenten Reste, 0 ausgeschlossen, zu er- 
streeken ist. — 


Im Folgenden bedürfen wir nun noch einer wichtigen Verallge- 
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meinerung des Fermatschen Satzes. Jede Grösse a, des Bereichs ®, — ® 
hat die Form 


u—1 
n 


0, eo. ln—ı %, + d,-ı T 
und kann in die Gestalt 
ll, = {, 1 (=% + (l, 1 4 hr ) (mod P) 


gebracht werden. Es giebt, von der Null abgesehen, 


m 


p""—1=g-—1 Grössen a,, 
aber nur 


pm Mn ER 1 “ 
(Grössen a 


n I 


p" Mn l 


deren erster Coefficient 1 ist. Multiplieirt man nun irgend eine Grösse a, 
mit allen Grössen a,, deren erster Coefficient 1 ist, so erhält man, abge- 
sehen von einem Factor a,_,, immer wieder dieselben Grössen. Multiplieirt 
man alle so entstandenen Congruenzen, so hebt sich das Product über alle 
Grössen a weg, deren erster Coefficient 1 ist; und man erhält 

pm em, — ] 


— A — |] = Me (mod r), 


n 
wobei a,_, wieder eine Grösse von ®,_, bezeichnen soll. Entsprechend wird 


p"h» +» My — 1 — l 


pm MI — l 


—— Q, -2) 


n—1 
wobei a,_, eine Grösse von ®, , = [z,, .. ., z,_,| ist. Allgemein folgt 
PM My — l 


7 he d,, 
und a, gehört dem Bereich ®, = [r,,...,z,| an. D.h.: 


Jede Grösse des Bereichs ®,, erhoben zur Potenz 
pri mn — ] 
pr — ] 
ist (mod P) einer Grösse des Bereichs ®, congruent. 

3. Dureh Hinzufügung einer neuen Unbestimmten x erweitern wir 
den Bereich B = [x,,...,z,] zum Bereich B= [B, x] = [r,,...,x,, x], und 
es seien f(x) und g(x) zwei Grössen dieses Bereiches, die mod P irredueibel 
seien. Die nicht angedeuteten Coeffieienten sind Grössen des Bereichs ®, 
der erste Coeffieient sei = 1. Der Grad von f in x sei « und der vong v. 

Journal für Mathematik Bd. OXXIV. Heft 2. 17 











Kühne, eine Wechselbeziehung zwischen Functionen mehrerer Unbestimmten. 


Dann ist nach dem eben bewiesenen Satze: 


gu—1 
g'i=g (mod P, f), 
v—1 


if (mir,g), 
und dabei sind f und g Grössen des Bereichs ®. 

Die Beziehung zwischen | und q bildet den Kern dieser Arbeit. 

Es seien 9, (2), 9 (@),..... alle (mod P, f) ineongruenten Grössen 
des Bereichs BD, deren erster Coeffiecient 1 sei; das gleiche bedeuten 
v, (2), y, (@),... für das System (P, g). Wir bilden alle Producte p,g und 
dividiren sie mod P durch f, so gelangen wir zu Öongruenzen 

pl) ga) Eule) + r,(@) 
oder 
99 = yftrr, (mod P). 
tv ist eine Grösse von DB und alle y,, %,r; haben als ersten Coeffi- 


tt 


eienten 1. In diesen Congruenzen, deren es —- giebt, können nicht 
Ä 1 


zwei r, einander eongruent sein, denn aus r, = r, würde 


UVNgELPMG 
und daraus 
v=t, M= 9, (mod P) 
folgen. Die Gesammtheit der Grössen r stimmt demnach mit der Gesammt- 
heit der Grössen g überein. Also heben sich in der durch Multiplieation 
siimmtlicher Congruenzen entstehenden Congruenz 
II (gp,g) = II (i;r,) (mod P, f) 


die und die r weg und man erhält 
gu — |] 


g’=' = IT, (mod P, f) 


oder 
ga = ITr, (mod P). 

Es seien jetzt 
u v 0 T 0 


die Grade von 


in x, und u. >v. 
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Aus der Congruenz pg = xf-+rr folgt: 


It o=0,...,u—v-—1, so ist stets 2 = 0, 


o= u—v a a a Zn DEE Zn 2 
o= u—v+]| ae ET 
„o=u-—| eu E 7 nt 


In den Fällen 0 = 0,...,u—rv—listoe=0o+r und r=1, in allen 


-u—v ist o eine der Zahlen «—1,...,0. Für den be- 


übrigen Fällen o — | 


sonderen Fall «=» fällt nur die erste Gruppe weg, und da diese Gruppe 
wegen der Werthe r= 1, wie man später sehen wird, überhaupt nicht in 
Betracht kommt, so enthält die Annahme « >rv keine Einschränkung. 
Es sei 
f=z#+u.t+-.-- 


g g’ 4 b, ze’ l 4 


1 


9y=a+umet | 


=ae"+e er" +--- (mod P). 


v i 


Dividirtt man gg durch f, so kommen für die Werthe der Coeffi- 
cienten von % allein die Coeffieienten der Potenzen x=’*’,...,x“ des Pro- 
duetes gg in Betracht. In diesen kommen aber nur die 

v‚+0o—-(u-l])=t+]1 

ersten Goefficienten von y, d.h. die Grössen (,,...,c, vor. Durch sie sind 
also die Grössen &,,...,e, bestimmt. r hängt linear von dem Üoefficienten 
von =*”' des Productes yg und dieser wieder linear von c,,, ab; es ist 
= tt (lc, .,6,), wobei A einen Ausdruck andeuten soll, der von 
den eingeklammerten Grössen und ausserdem noch von den a und b ab- 
hängt. Von den Grössen c,;>,...,c, hängt r nicht ab. Halten wir jetzt 
einen bestimmten Grad o und ein Werthsystem Gy... 6, Organe. C, fest 
und lassen c,,, ein vollständiges Restsystem mod P durchlaufen, so durch- 
läuft r ebenfalls ein vollständiges Restsystem. Da es nun g’”' Werthsysteme 
Cyereylyy 420,6, lebt, und alle diese im Verein mit allen Werthen 
von c, alle möglichen „ von demselben Grade o erzeugen, so kommt bei 
festem o jeder Werth r g° '-mal vor. Demnach giebt es für jedes r, 0 aus- 
geschlossen, q° ' Funetionen r vom Grade ge = u-1. 

Die Werthe r= 0 ergeben Funetionen r von geringerem Grade. Be- 
zeichnet nun wieder r den Coeffieienten der höchsten Potenz x“ ””, so hänet 


17* 
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t linear von c,;» ab. cC,,, Ist in diesem Fall durch die vorhergehenden 
schon bestimmt; demnach sind für vr nur die Grössen Gy... 0, Casey 
variabel. Für jedes Werthsystem G,...%, 433: +.,, durchläuft r ein 
vollständiges Restsystem mod P, wenn c,,, das thut, also kommt jeder 
Werth r g’”°-mal vor. So schliesst man weiter und findet: Bei festem o 
kommt jeder Werth r, 0 ausgeschlossen, für alle 

q’'-mal vor mit Funetionen r vom Grade 0 = u—1, 

Er; iz & j .. 2en-2, 


0 


q'-mal ir .„ 0 = u-(0-T)=r. 


Ausserdem ergeben sich noch g’ weitere Funetionen r, deren Grad 
o<rv ist, über deren r nichts ausgesagt werden kann. Diese r bezeichnen 
wir mit r.. 

Die Produetbildung bei 


bezog sich auf alle 9. Für 0o=0,...,„u—v—1 sind die r=1; sie fallen 
aus dem Produet weg. Für o > u—r—1 kommt jeder Werth r gleich oft 
und zwar (q°”'++*+--+g’)-mal vor und demnach ist nach dem Welsonschen 
Satze das Product über alle diese r 


Ne le, 
und das gilt für die Fälle o = u—rv,..., u—1; also ergiebt sich 
= (-1)% "9" Ir... 
k 


4. Kehren wir jetzt das Verhältniss um, so gelangen wir zu einer 

lkeihe von Gongruenzen 
vfz=49+ Ur, (mod P). 
2 

Ihre Anzahl ist : m und da die Anzahl der in der vorigen 
Nummer enthaltenen Congruenzen, über deren r nichts ausgesagt werden 
konnte, 
v—i RS d’— 1 


> 


2 


T —=—) qa—1 
beträgt, sind beide Anzahlen gleich. 'T’'hatsächlich stimmen aber auch die 
Congruenzen 


vfz4g9H+t Ur 
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mit den Congruenzen 
NIE Alt lr 
überein, denn der Grad z%, ist <r, also gehören die %, zur Reihe der w,. 
Es können aber auch nieht zwei 4, einander congruent sein, denn daraus 
würde y 
(MH—-N)I > Int 


und da der Grad von r,<Zv war, weiter 


pi pi; 193 U, Tr; r, 
folgen. Also stimmt die leihe der x, überein mit der Reihe der , und 
entsprechend die Reihe der %, mit der Reihe der 9. Demnach haben wir 
bei geeigneter Zuordnung 
vf= pg+t Ur; 99 = ypf+ ri. 
Daraus folgt | 
r, Uns 
Multiplieiren wir nun wieder die sämmtlichen Congruenzen 
vi. f gt ur, 

so kommt 


V 1 Fe 1 


4 
fi = Mu=(-1)*" I, (mod P,g), 
. k 


also 
f = (-1)’ Ic, (mod P). 
k 
Der Vergleich mit der vorigen Nummer liefert 
g = (—1)“"f (mod P). 

Das ist die Wechselbeziehung zwischen den Funetionen f 
und g. Aus ihr sollen nun Folgerungen über die Reeiproeitäts- 
gesetze gezogen werden. 

9. Wir behandeln nur zwei Fälle. Zunächst sei 7 ein Thheiler von 
| q—1, dann ist es auch Theiler von g—1 und 9 —1, und es entsteht die 
ı Frage nach der Reeciproeität zwischen dem Charakter von g als r-ter 
\ Potenzrest (mod P, f) und dem von f (mod P,g). Da g—1 0 mod r ist, 
ist die Congruenz 





v’ il (mod P) 
noch durch andere Werthe als o=1 löslich. Es sei a eine zum Expo- 
nenten 7 gehörige Grösse des Bereichs B, so ist 
v”—-l=(v—a) (o-a) ----- (o—a”) (mod P). 
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Adjungiren wir nun dem Bereich ® die Unbestimmte o, so entsteht 
ein Bereich 
en —_—— A on ‚ye 4 
35 >. [d, ve) ng [2,; .. 2,0]. 


In diesem ist das System 


> 
(P,v—u) 
ein Primmodulsystem, hinsichtlich dessen 
ve —- 1-0 


Ist. 
ls sind aber f und g (mod P, e—a) irredueibel, und demnach die 
Systeme 
(F,o-a,f), (P,eo-a,g), 
die dem Bereich Y=[B,v) = [B, x] = [B,v,r] = [e,,...,®,,o, x] ange- 
hören, prim. 
Nun ist nach dem Fermatschen Satz 
g l (mod P,e—a,f). 


gi 


Daraus folgt 


gu —ı\? 
® ) — 1 0 (mod P,v—a,f)- 
Da aber 


—ı\ il an \ 
Fr ) —1 11\y 0) (mod vo’ —1) 


o=( 


also auch (mod P,o—a,f) ist, und dieses System prim ist, so muss 


ge ı 
g' ve’ (mod P,v—a, f) 
sein. Entsprechend folgt 
g’—ı 
er vo (mod P,ve—a,g). 


Die Potenzen von v» können zur Bezeichnung des Charakters einer 
Function als r-ter Potenzrest gebraucht werden. Wir setzen 

re aa 

‚e—q,f ı ‚e—ld,g 


Es handelt sich jetzt um eine Beziehung zwischen diesen beiden 
Symbolen. Es ist 


T 


— 8 g—! g—1 u 1 
u Bi 9” =(-1)” =" (mod P,o-a,f) 
und 


(mod P,e—a,g). 
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Also lautet das Zeciprocitätsgesetz für die ı-ten Potenzreste: 
at ee. 
P,o—af’; \P,o—a,g; ’ 
Betrachten wir die besonderen Fälle 7 =: 0 (mod 2) und 7 = 2. 
Im ersten Fall ist stets 


un, 
1 0 (mod 2), 


1 
also haben wir 
( 4 Bi f f \ (g—1 () (mod T) 
Pv—af’: \ P,v—ü,g’. \ 1 0) (mod 2 
Vee , “) 2 4 1 org l / )‘ 
Für "= 2 wird 5 m mM}... — 5 (mod2) unda=—1, 
also 
[ 9 m f f )@ | DLLLALIEEEE FE 1 
\ P, f \ P, g / - 
d. h.: 


Nur wenn alle vorkommenden Grade u, vr, m, ...,m, 
ungerade sind und p die Gestalt 4r—1 hat, ist der quadratische 
Restcharakter von g (mod P,f) verschieden von dem quadratischen 
Restcharakter von f (mod P, g). 

6. Wenn z kein Theiler von g—1 ist, so treten nur in den Fällen =35,4 
einfache Gesetze ein. Das rührt, wie in der gewöhnlichen Zahlenlehre 
daher, dass aus der Zerlegbarkeit von o’+o+1 oder v®’+1 (mod P, f) auch 
eine Zerlegung von f (mod P,o’+e+1 oder e’+1) folgt. 

Die Rechnung soll nur für den Fall r= 53 durchgeführt werden. Der 





ı 


Fali m =4 bietet dann sachlich nichts Neues. 
Es soll also 5 kein 'Theiler von g—1 sein, dann muss g — 1 
(mod 3) sein, also sind alle m,,...., m, ungerade und p von der Form 6» -1. 
Die Congruenz 
e+v+l 0 (mod P) 
ist nicht löslich, und da sie in 
Ze +1)’ = —3 


umgeformt werden kann, ist — 3 quadratischer Nichtrest (mod P). Hingegen 





soll (mod P, f) die Congruenz löslich sein, also ist — 3 quadratischer Rest 
für dieses System und g"’—1 0 (mod 3), also u gerade. 
Es giebt also eine Grösse ce des Bereichs DB, welche die Congruenz 


e+tc+ti1 0 (mod P, f) 
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und damit die Congruenz 


e+c+1=rf(mod P) 


erfüllt. Wir wollen beweisen, dass daraus die Existenz zweier Grössen a, b 
folgt von der Eigenschaft 


a-+ab+b’ = f (mod P). 


Es sei 5 vorläufig noch unbestimmt und a = be (mod P, f), also 
a be-sf (mod P), so wird 


a+ab+b eh ("+c+1)— 2besf-bsf+s’f. 


Die Bestimmung von a und b mit der genannten Eigenschaft ist 
also dann möglich, wenn es möglich ist, die Grössen b und s der Be- 
dingung 

fs -@ce+1l)sb+rb’=1 (mod P) 
oder 


fs) —2(2c+1) 2sb+4rb’==4 (mod P) 


gemäss zu bestimmen. D.h. wenn die Zahl 4 (mod P) durch die quadra- 
tische Form (, — 2c+1),4r) darstellbar ist, so giebt es zwei Grössen 2s 
und 5b und damit auch a und b von der verlangten Eigenschaft. Die Form 
hat die Diseriminante — 3. Entsprechend der "Theorie der quadratischen 
Formen des gewöhnlichen Zahlenbereichs kann man auch für den Bereich B 
hinsichtlich des Systems P eine Theorie der quadratischen Formen bilden. 
Ich gedenke darüber in Zukunft genauere Untersuchungen zu veröffentlichen 
und begnüge mich daher hier mit der Angabe, dass alle Formen der Dis- 
eriminante — 3 entweder der einen redueirten Form (1,0, 3) oder einer der 
beiden Formen (1,0,3) und (n,,0,n,) aequivalent sind, je nachdem — 1 
quadratischer Rest oder Nichtrest mod P ist; n, und nm, sind quadratische 
Niehtreste. Dass 4 durch die erste der beiden Formen dargestellt werden 
kann, ist klar; es fragt sich, ob auch durch die zweite. Das ist nur dann 
nicht möglich, wenn für alle Grössen x, y der Ausdruck nr’ + 1,9 einem 
Niehtrest congruent ist. Dann muss aber stets die Summe zweier Nichtreste 
wieder einen Nichtrest ergeben. Das ist nur dann möglich, wenn der 
Ausdruck einmal == 0 wird. Dann müsste aber —1 quadratischer Rest 
sein, und in diesem Fall existirt nur die eine redueirte Form (1,0, 3). Also 
muss der Ausdruck ı,r’ +11,’ einem Rest eongruent sein, und damit muss 
es eine Darstellung von 4 durch die Form (1, 0,1) geben. Wir sehen 
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also: es giebt stets zwei Grössen 2s und 5b und damit auch a und b. Somit 
haben wir den Satz: 

Wenn g “= —1 (mod 3), aber « gerade ist, so giebt es stets zwei 
Grössen a und 5, für die 

a+ab+b' ff (mod P) 

ist. 

Da nun aber 

a-rab+b' (a—bo) (a—be) (mode +v+] 

ist, so folgt daraus weiter 


f = (a—be)(a—be) (mod P,e+e-+1). 


Durch .Multiplication mit geeigneten Factoren des Bereichs 3 können 
noch die Coefficienten der höchsten Potenzen in x in den beiden Faetoren 
=] gemacht werden. Bezeichnen wir unter diesen Umständen die Factoren 
mit fı und f,, so haben wir damit den Eingangs dieser Nummer angegebenen 
Satz bewiesen: 

Ist (P,o’-+v+ 1) ein Primmodulsystem, ist aber !+e+]1 
(mod P,f) zerlegbar, so ist auch f (mod P,o.+e-+ 1) in zwei 
Factoren zerlegbar. 

Wie man leicht sieht, sind f, und & (mod P, e’+v-+1) irredueibel; 

1 


u 


beide haben den Grad 


‘. Wir kommen zum Reeiproeitätsgesetz für die kubischen Reste 
und unterscheiden die Fälle: 
1. u,v ungerade, also f,g irredueibel; 
2. u gerade, » ungerade, also f — fi f, g Irredueibel;: 
3. u,v gerade, also f= fi fe, gm (mod P,o+v+1). 
1. Nach dem Fermatschen Satz ist 


ge"-1=—e1l (moedP,"+o+1,f), 





also 

g’u—ı 

u So FEN 9 a \ 
g ° v (5 ner 2) (mod P,ve”+e+1,f). 

Entsprechend 
gr’—ı 
. Biehhennei f i \ 
’ = ”"+to+ | 

f = ler), tete. 
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Nun ist 


gr ehe. WE wen Kind. 
Pi | gq 3 - g g’—1 3 : Q (®) u (mod P, vo + V® + 1, f); 
also 
Eur 

0 = g(e) ° (mod P,v”+v+1) 

und ebenso 
1 
= f(p) ? (mod P,oe+e+1). 


Diese Congruenzen sind Anwendungen des Satzes der Nr. 2. Für den 
Bereich ® ist hier 3 getreten, was durch das eingeklammerte ® angedeutet 
ist; demnach musste auch g’ für q gesetzt werden. Aus Nr. 4 folgt dann 


ve’ = (—1)* ge (mod P,oe+ve+1]). 


2 


Y . —] a 
Nun ist aber stets I — == (0 (mod 2), also folgt v’ = v°, d.h. 


9 u N 
(# ve” +0+ me, "ti (Fu +v+ I; 
2. Da f, den Grad = hat, wird 


gem! 1 (mod P,e”+v+1,fi) 


und daraus 


go’ =ev (moAP,""+v+1,f): 


Be: e (modP,e+e+l,g). 


Es ist wieder 





gH—ı a er gm? 
eg’ gt 3 =gle) ’ (mod P,o’+e+1,fi) 
und 
gr’ 1 ger—! g’— 1 —1 


fh ’ mh tt un’ riet, 
und daraus folgt wie im Fall 1: 








f 
(Fr + wi x; (#7 +0+ wir 
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3. Hier ist 
9 ° v (mod P,ve+ve+1,fh), 


a» v (mod P,o”+o+1,g,). 
Man findet wie in den beiden ersten Fällen 
. ) 
P,v’+v-+l,f,/ P,v’+v+1,g/3 
Dieser Einblick in die Theorie der kubischen Reste möge genügen. 
8. Die Theorie der biquadratischen Reste ist ganz ähnlich. Auch 
hier folgt aus der Zerlegbarkeit von 0’ +1 (mod P,f) die Darstellung 
f = «+b’ = (a+bov)(a—be) hf (mod P,e’ +1), 
wenn « gerade ist. Auch hier ergiebt sich in den drei behandelten Fällen 


die Gleichheit der Symbole. 












Beiträge zur Theorie der einer linearen Differential- 
gleichung zter Ordnung adjungirten Differential- 


gleichungen. 
(Von Herrn E. Grünfeld in Wien.) 


1. 
\ enn die » linearunabhängigen Integrale %,, %.,...,%y, der linearen 


Differentialgleichung 


'K 
(1.) Py)=;.H+p 


dx” 


n—] 
a t++py=V 
mit den in = rationalen Coefficienten p, in der Umgebung eines singulären 
Punktes ze = a beziehungsweise zu den Exponenten r,,r3, ...,r, gehören, so 
gehören die Integrale 


(2.) 3, = (1 DW 22 Via» Yarnn u U) 


Deyı, Y2> 3 +++ Yn) 
@= 1,2,...,n) der nten Adjungirten von (1.): 


’ d"z e— r 

(3.) P,(z) ia dp-i (Pı3) an 2 P.% = 0 
bez. zu den Exponenten 

(4.) —rn+n-—1l, rn +n-—1l, ..., -r,tn—1 


und die Integrale 


Rn \ d"—*z,; 


- d 
(9.) Bay, = Par 7 7, (Pa-1-13)+ "+ (1) dark 
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der kten Adjungirten von (1.): 


0, (U) = U) (k = 1,2,...,n) 
bez. zu den Exponenten 
(6.) —rı+k—1, -n+k—1, ..., r,+k—1 

(d. J. Bd. 117, 8. 276). 

Dies gilt, solange der singuläre Punkt z = a im Endlichen liegt. Um aber 
auch die Beziehungen zu ermitteln, die zwischen den Wurzeln der auf den 
Punkt z= » bezüglichen determinirenden Fundamentalgleichungen von 
P(y) = 0 einerseits und P,(2) =0, Q,(u,) = 0 andererseits stattfinden, 


werde 2’ =t gesetzt: Es ist dann: 
dy _ ,_ lady, „m PAY, 5 an Py 
(7.) . ai ( dt’ FR di! rt du? 
ir ) 
Ju  B g++2 u l f +1 dy\ 
| a, dt: 1 dt) 





(= 1,2,3,...), Wo A,ky...,A,_, ganz bestimmte, numerische Constanten 


7) 

bedeuten. Sind nun 0,03, ...,0, die Wurzeln, zu denen y,, Ya +... y, in der 
Umgebung des Punktes ze = ,t = 0 gehören, so ergiebt sich, wenn man 
die in den Determinanten von (2.) vorkommenden Ableitungen dieser Integrale 
mittelst der Formel (7.) transformirt, dass in derselben Umgebung die 
31,32 ...,3, zu den Exponenten: —g,—n+1, —o—n+-1,..., —o,—n+1 
gehören. (Vergl. Thome, d. J. Bd. 83, S. 138). 

Die zwischen den » Adjungirten %,,,), &ay +++, %u-ı), Un) = 3 stattfindenden 


Beziehungen (d. J. Bd. 117): 


du) _ dur, dus) ü 
(8) de Pr?; de Pn-ı3 %) * Fe 2. 4a 
du) 
—=13—u 
dx Pı*® (n—i) 





\ 


verwandeln sich durch die Substitution 27’ = t, wenn von der ersten ab- 
gesehen und die übrigen in umgekehrter Reihenfolge geschrieben werden, 
in die folgenden: 


ds . di 
2 — 2 n—1) 
Un = Pistl 3 Un = Pat —T re; 
8, 
( ) 2; 2 dus) < ß due, 
k re) CH P.3 +1 dt R U) == Pp„-13+ 7 





Nach den von Herrn Fuchs herrührenden Sätzen über die „wie F be- 
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schaffenen Funetionen“ (d. J. Bd. 66, S. 155) folgt aus den Gleichungen (8.)', 
dass, wenn z in der Umgebung von £= (0 zum Exponenten o gehört, in 
derselben Umgebung die übrigen Adjungirten %n_1), %n-2 ++, % 29, Ya) DPeE- 
ziehungsweise zu den Exponenten o+1,0+2,...,o+n—2,0+n-—1 gehören. 
Mit Bezug auf das frühere Ergebniss gilt daher der Satz: 


Sind 0,03, ...,0, die Wurzeln der auf den Punkt 2 = x 
bezüglichen determinirenden Fundamentalgleichung von P(y) = 0, 
so sind 
(6.) = -krl, amt, .., ur 
die Wurzeln der auf denselben Punkt bezüglichen determinirenden 
Fundamentalgleichung, die zur Differentialgleichung der kten Ad- 
jungirten Q,(u,) = 0 (k = 1,2,...,n) gehört. 
Dieses Ergebniss kann übrigens unmittelbar aus den Definitionsformeln 
für die 
9.) vo, = 7 geh BE 


(d. J. Bd. 115, 8. 329) abgeleitet werden, wenn man in denselben die 


2 mittelst der Formel (7.) transformirt und hierauf 


für die Integrale y,, Yz, ..., y„ Ihre zu den Exponenten @,, 03 ..., 0, gehörigen 
Werthe einsetzt. Desgleichen lässt sich auch das Ergebniss (6.) unabhängig 
von dem in (4.) und dem Gleichungssysteme (8.) (S. d. J. Bd. 117, S. 276) 
aus den Formeln (9.) herleiten, sobald für die y, ihre zu den Exponenten 
r, gehörigen Werthe substituirt werden. 


Differentialquotienten 


2. 
Der in der Lagrangeschen Beziehung 
” d 
(10.) sP(y)+(-1""yPı@) = 5, Po) 


vorkommende bilineare Differentialausdruck P(y,z2) ist bekanntlich (d. J. 
Bd. 115) in der Form darstellbar: 
dr—! d"-? d 
(11) Py2) = un a Fun) Is Fette Te +%Y- 
Gehört das Element y, in der Umgebung eines im Endlichen liegenden 
Punktes x = a zum Exponenten r,;, so gehören seine Ableitungen y;,9;, 











EEE 














rn nn 
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99, y> zu den Exponenten n—1,r,—2,..,r,—n+2,r,—n+1 und 
Ben der vorigen No. any, Way ++, nn Yun, = 3 zu den Exponenten 
r, —r+l,..,—rn+n—2,—r,+n—1; daher gehört jedes der Produete auf 
der rechten Seite in (11.), wenn daselbst für y und ,, beziehungsweise 
y,; und %.,, gesetzt werden, und somit auch der ganze Ausdruck P(y,; 


\ 
i, 2;) 


in derselben Umgebung zum Exponenten Null. 


Gehört ferner y;, in der Umgebung des Punktes = x,1=(0 zum 


x . 2 h ME Wr i 
Exponenten o, so gehört gemäss Formel (7.) a in dieser Umgebung zum 


Exponenten g,+4, also gehören y;,Y; ....,y" ”,y'” > zu den Exponenten 
0+1,0;+2,...,0+n—-2,0,+r—1, und da gemäss (6.) «ay,, Mayr, Ann 
Un, ZU den Exponenten —o,, —0;—1,..., -—g,—2+2,—o,—n+1 in der Um- 


gebung von 2 = x gehören, so gehört auch in dieser Umgebung jedes 
Glied in P(y,,2,), somit P(y,,z,) selbst zum Exponenten Null. 


Hieraus folgt der Satz: 


Der bilineare Differentialausdruck 


dr-1 dr? y  d’a\y dry. 
P(y, 2) = II + (ps) 4 Haar: er. 
a en 
-+(p.13— —n (Pa-2)+ + we 1) er 7% 


wird, wenn in demselben für y ein Integral y; von P(y) = 0 und 
für 3 das durch (2.) zugeordnete Integral z;, von P(z) = 0 gesetzt 
wird, in keinem endlichen Punkte der Ebene und auch nicht in 
z=coo gleich Null oder unendlich gross, muss daher, von 
etwaigen Logarithmen abgesehen, eine Uonstante sein. 


Dass aber P(y,,z,), wenn y, und z, mit Logarithmen behaftet sind, 
von den letzteren frei ist, geht aus Folgendem hervor: Ist nämlich 


(12.) OH +r + gg 0 
diejenige Differentialgleichung (a —1)-ter Ordnung, der die „—1 Integrale 
Yin Yan, Yu genügen, so ist (d. J. Bd. 122, S. 50-51) 





(13.) m. 2 IAn—ks k=1,2...8%), 
daher 


%; 


VOR a 7? 
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somit gemäss (11): 
(14.) P(y,2) = 20(y). 


Ferner ist (Frobenius, d. J. Bd. 76, S. 26 = z,, somit zufolge (14.): 


1 
9: Sy 
P(y,, 2) = 3;0(y;) =1. 
Demnach ist P(y;, z,) eine absolute Constante von dem Werthe Eins. 
Allein nicht bloss, wenn für y und z ein durch (2.). zugeordnetes 
Werthepaar, sondern jedesmal, wenn für y irgend ein Integral von P(y) = 0 
und gleichzeitig für z ein beliebiges Integral von P,(z) = 0 in den Aus- 
druck P(y,z) gesetzt wird, nimmt derselbe einen constanten, von x un- 
abhängigen Werth an, wie aus (10.) unmittelbar hervorgeht. 


3. 
Werden die linearunabhängigen Integrale y,, Y», ...,y, von (1.) in der 
Form dargestellt (Fuchs, d. J. Bd. 66): 


(15) =, p= v, Jv.da, u; ie vo, /o.da Jo.da .. Jo.de, 


so hat das zugehörige System der linearunabhängigen Integrale von (3.) 
die Gestalt (Thome, d. J. Bd. 75): 


= (0 9..0,), 2 = (9 9 ...0,)7 Jo.dz, 
(16.) 3 = (0%... 0.) fo.dz fo,_.dz, Bu 


= (0,0....0,)" /v.de fe._.de... /o,dz [v.dz, 


überdies ist (Fuchs |. e.): 








d Q 
(17.) pn =- 4„108 0 0:"...0,_[0,. 
Aus (8.) folgt: 
dz dlogz 
(18.) Ua) = Pı2 3, 7 3 (pı —_ 2), 


welche Beziehung mit Rücksicht auf (17.) sich verwandelt in: 


(19.) Uny= —3 log Wet..o_lo)s 

Und wenn in (19.) die Ausdrücke (16.) gesetzt werden, so erhält man das 
zu (15.) gehörige System linearunabhängiger Integrale der (a— 1)-ten Ad- 
jungirten in der Form: 
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d 


dx 


nn 


en, = — (9... 0.) —- log (01 5°... 05_,)), 


d l or 0 1 
IE (v) 


r 07.0) So,de, 
zT 7 


Un), > — (9%... 0,) fe,de-. 


Urn 1), — u ®, ... V®, Wi fe, da /v, ‚de 


(20.) fe dx fe ‚de, 


Ban, = — (dı 9) /v,dz /e,_,.d« .. [ode 


d » » » 
f n—] an 4 Pr \ a “ . / 
/x log \d; ® > ... UV, 17, fı 7 de / ? l 1 d = we. fı ‚de. 


di 








Nebst der geschlossenen Form (19.) für die (a—1)te Adjungirte giebt es 
noch eine andere (d. J. Bd. 121): 
| > z I RP CECHE ER TOHEE I 
(21.) Un-1), — (— 1) . Dun Ya... m) h ) 
die mittelst der Formel (2.) verwandelt werden kann in: 
d 


dz 
(22.) Un-1), — u 


2, D(yı. y2, -.., Yu) 
D(yı, Y2, ---, Yn 
oder wegen (Fuchs ]. e.): 

D(4 Ya +; = ..0 


% 


in: 


(23.) Un 1), a Al zn pn- } m i) 


Setzt man in (23) die Ausdrücke (16.) für die z,. so erhält man: 


d 
ni —_ l[(„R n—] \-1 n—1 „n—? 
Un—ı), MERNE 2 ®; ... ©,) ru ®; ... D, 1 
\-ı 4 


Um), = — (00 ..0,) Br oe: fe dx. 


dz 


Ya, = - (7 ...0,) -—-M 9% 9; /v,da /v,_ ‚de, 


(24.) 


‚ d 
f r n 1 \—] n—| t 2 » “ . 
Un 1), DR: (v; ®; ... G, } © V®) np ©, 1 /vo,da fı „da 
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als zweite Darstellung für die » linearunabhängigen Integrale %„_1,, ++. %n-ı), 
der (a—1)-ten Adjungirten mittelst der Functionen »,, ®,, ..., ®,. 

Diese neuen Ausdrücke (24.) sind mit denjenigen in (20.) identisch: 
denn es ist der vorstehende Ausdruck für 


s d 
‚ zit —1 n—| n—?2 —1 n—1 n—2 
un, = (99%...) (Wi 9%. 9,55) FrAL u 
d 
Bon | n 1—1 1—? 
— (v, ... v,) dx log v v ... DV, „te 
Ferner ist ne 


” 


\ n n—? ; _ d n— 2 
— (9... 0,) fe,da-(w) I an [v,d«) N 0 en dan /v,dx 


r “ d „ni on » 
= — (m, ...0,)  Jo.dx- ‚log ik u SO v.dz. 


Desgleichen 


ion = fo.dz fe, ‚de (vi /v,da /e,_.da) 1, 
d R [) ” . [) “ 
dt nn [v,dx fv, ‚de= -(v nA % e„dx fv,_.de- 
d 


42108 a SO fo.dz fo, ‚dx 
1. 8. W. 

Ausser den Darstellungen in geschlossener Form (19.), (21.), (22.), 
(23.) für die (a—1)-te Adjungirte lassen sich noch andere herleiten. So 
ergiebt sich aus (21.) ebenfalls mittelst Formel (2.): 


Un-ı), = — 3 2 log Dig, ++. Ya Main ++, Pu) (k=1,...,n) 
und aus (22.) unmittelbar: 
(29.) Un) = FRE n se nr 
oder auch: 
Un = — Dia 32 ..., 34) R - 


de D(a,,2,...,20) 

Was die Form (25.) betrifft, so bemerke ich Folgendes: 

Im Bd. 98 d. J. S. 345 habe ich gezeigt, dass die lineare Differential- 
gleichung erster Ordnung 


dy 
fs Pı = 
(26.) dz um 0, 
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wo P und Q beliebige Coeffieienten, in der Form darstellbar ist: 


7 Pix d 1 
(27.) | y 
(27.) 4 N \ 
dx fi 11 
Nimmt man nun statt (26.) die Gleichung (18.): 
dz 
u in Bu nn; 
so wird (27.): 
Ip dx d z 
e 5 = _ Uni 
dx /p dx (in ı)y 


woraus für #,„_,, der Ausdruck (25.) hervorgeht. Ersetzt man in letzterem 
z durch seinen Werth aus der ersten der Gleichungen (8.), so ist ferner: 
ndz d ‚ duny fp 


%._n = ee ), e 
91) dz Pr dx . 


wodurch die (a— 1)-te Adjungirte durch die 1” Adjungirte ausgedrückt er- 


scheint. 
4, 
Das Gleichungssystem (8.) kann zusammengefasst so geschrieben 
werden: 
du. k+1) 
B) | dz — PS — Un k) (k l,0.., 2), u.) 


Aus demselben ergiebt sich die folgende Beziehung: 


! 
Uln—k) er d del 2) Un—k+1) 2 


P: _ = 


3 dx \ p2 z z 
(Frobenius, d. J. Bd. 76, 5. 260-261), welche mittelst der Formel (13.) 
übergeht in: 


. d bi dloe z 
(28.) a = 


_ kl. N 
I 1 \ . In 
dx 


dx 
wo also g,. 93 +», 9u_, die Üoeffiecienten der Differentialgleichung (12): Q(y) = 0 
bedeuten, mit der P(y) = 0 die Integrale yı, -... Yiı-ı, Yiyıs ++, Y. gemeinsam 
hat. Der durch (28.) ausgedrückte Zusammenhang zwischen den p, und g; 
ist derselbe, der zwischen den Üoefficienten der Gleichung (1.) und denen 
ihrer ersten Integralgleichung stattfindet (Fuchs, d. J. Bd. 68, S. 368 und 
Thome, Bd. 75, S. 268). Dies hat seinen Grund darin, dass wenn P(y) =) 
mit O(y) = 0 die Lösungen Yı, ..., Yi-ı, Yirıs +, 9. gemeinsam hat, die 
Gleichung 


(29.) oy)= cs 
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wo ce, eine beliebige Gonstante, und z, durch (2.) bestimmt ist, in der 'T’'hat 
erste Integralgleichung zu (1.) ist. Das Gleichungssystem (8.) kann, wenn 
umgekehrt die «,, durch die q, ausgedrückt werden, in der Form dar- 
gestellt werden: 


dz . d(q,:2) d(q,2) 
rn (Ppı— 1ı)?2; zZ - (P — 1:)2, 7 Fol (Ps 5) 3; ... 
(30.) 
Y d(n_22 d(q,_12 
Ku) 





Durch Integration ergiebt sich dann aus (30.), dass z durch jeden der 
folgenden » äquivalenten Ausdrücke darstellbar ist: 


24 \ tt 
(31.) 5 = Ge k k—1 


rZ er )dx BD 00 
se von früher schon bekannt 


ist (Thome |. e.). Hieraus folgt: Ist ein Integral z der Gleichung (3.): P,(z) = U 
bekannt, so ist durch (8.) auch je ein Werth von way, %2yy +.-:;%,; und damit 
auch durch (13.) je ein Werth von q,,%»---,q..ı gegeben, hiemit aber auch 
eine erste Integralgleichung (29.) von P(y) = V bestimmt. 

Die Coefficienten g, lassen sich übrigens aus den Formeln (28.) ohne 
Vermittelung der «,, unmittelbar durch das Integral 3 ausdrücken, denn 


(k = 1,2,...,0), q, = 0, deren erster: s= e 


d log z 
dz 
hierauf aus der zweiten der Werth für g, u. s. w., aus der (a — 1)-ten schliesslich 
der Werth für q,_,.. Wird dieser letztere in die »te dieser Formeln (28.) 
gesetzt, so kommt die Gleichung P,(z) = 0 wieder zum Vorschein. 


aus der ersten derselben ergiebt sich: q, = p — ; mittelst dieses Werthes 








Ueber das Gleichgewicht kosmischer Gasmassen. 
(Von Herrn H. Lemke in Hamburg.) 


5; In dem gewöhnlichen dreidimensionalen Raume mögen ganz im 
ündlichen eine Anzahl fester Körper von unveränderlicher Lage und end- 
licher Gesammtmasse gegeben sein. Zwischen jenen Körpern soll ein 
homogenes Gas von überall gleicher Temperatur, welches dem Mariotteschen 
Gesetze genügt, und dessen Theile sich nach dem Newtonschen (Gesetze 
anziehen, den Raum stetig erfüllen. Aufgabe dieser Abhandlung ist es, 
festzustellen, ob es möglich ist, den Druck p des Gases als Function der 
drei Raumcoordinaten so zu bestimmen, dass die Gasmasse sich im Gleich- 
gewichte befindet. 

Einen besonderen Fall der hier gestellten Aufgabe hat meines 
Wissens zuerst Zöllner in seiner „Natur der Kometen“ S. 301 und fed. 
untersucht. Er betrachtet dort eine Gasmasse, welche sich im Raume 
centrisch um einen Punkt herum anordnet, deren Druck also nur eine 
Function der Entfernung von jenem Punkte ist. Als Gleichgewichts- 
bedingung ergiebt sich für p die Differentialgleichung: 


d’logep , 2 dlogp 
_ c iz: .) | — v0) 
dr’ u ne - 


“- . \ ® „Y + » . ao | 
wo 4 eine Uonstante ist. Zöllner findet das particuläre Integral p = ins 
Die Herstellung des allgemeinen Integrals ist ihm nieht gelungen. 

Wenn man das oben angegebene allgemeine Gleichgewichtsproblem 


behandeln will, so geht man am zweckmässigsten von den bekannten 
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hydrostatischen Gleichgewichtsbedingungen aus und sucht dieselben so zu 
transformiren, dass aus ihnen eine partielle Differentialgleichung für den 
Druck p resultirt. Bezeichnet man mit sp und 2 die Dichtigkeit, den 
Druck und den Werth des Potentials sämmtlicher Kräfte, welehe auf den 
Flüssigkeitspunkt (x, y,z) einwirken, so ist im Falle des Gleichgewichts: 
dp = ee FEREN..: dy+ 2 dz). 
OX oy O% . 
Die Krafteomponenten setzen sich für das vorliegende Problem aus zwei 
T'heilen zusammen: erstens aus den Attraetionswirkungen der im Raume 
vorhandenen festen Körper und zweitens aus der Anziehung der gesammten 
(rasmasse. Nennt man U und F die Potentiale der betreffenden Kräfte, so 


findet man zunächst die Gleichung: 
dp = 8. (dU-+dV). 
Nach dem Mariotteschen Gesetze ist p = a’.e,a’ eine Öonstante; also: 
(1.) adlogp = dU-+dV. 


Der Punkt (x, y, 2) ist für die festen Körper ein äusserer, für die Gasmasse 


dagegen ein innerer. Infolge dessen wird: JU=0, IV = —Anf::, wo 
mit f die Gravitationseonstante bezeichnet wird. Es ergiebt sich demnach: 
‚/©’l\ep , ©’loep , ö’logp 
a’ ( SE + SP) —Anf:e. 
or’ oy” 03° 


Für & setzt man wiederum seinen Werth 5; führt man nun weiter die Be- 


zeicl ven logp = u TOR na ein, so gelangt ma der gesucht tiell 
zeichnung: sp=w  ; = + ein, so gelangt man zu gesuchten partiellen 
Difterentialgleichung: 

> ou ou u Die‘ 

2. + 35 ; = —2ie 

m or r oy“ ae 7”, ! 


welche für alle folgenden Untersuchungen die Grundlage bilden wird. Denn 
existirt irgend eine Druckvertheilung des Gases, welche einem Gleich- 
gewiechtszustande entspricht, so genügt der Logarithmus des Druckes als 
Funetion der drei Raumeoordinaten jener Gleichung. 

Die Relation (2.) scheint bisher unter den partiellen Differential- 
gleichungen der mathematischen Physik keine hervorragende Rolle gespielt 
zu haben. Mir ist wenigstens kein anderes Problem bekannt, dessen Lösung 
die Integration jener Gleichung erfordert. Ihre Bedeutung für die Theorie 
der Flächen eonstanten Krümmungsmaasses (im Falle zweier unabhängiger 





men. 
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Variabeln) braucht dagegen wohl kaum besonders hervorgehoben zu werden. 

2. Es wird zweckmässig sein, einige specielle Voraussetzungen über 
die Natur der Function p (x, y,z) zu machen. In der T'heorie des Newton- 
schen Potentials pflegt man im allgemeinen nur solche Integrale der Zaplace- 
schen Gleichung zu betrachten, welche eindeutig sind und im Unendlichen 


ae . n 
wie - verschwinden. Ebenso soll auch hier angenommen werden, dass der 
Druck im ganzen unendlichen Raume eine eindeutige und stetige Funetion 
. . ” . . ] ” u Bu 
von z,y, 3 ist und im Unendlichen wie — verschwindet, wo « eine positive 


Zahl ist, welche sogleich bestimmt werden wird. 
Die Gleichgewichtsbedingung lässt sich in der Form: 
‚ologp iA 4 


cr >) a 


. . . =) ” . ».e . ] . y. 5 
schreiben. Die linke Seite verschwindet für wachsendes r wie -. die Funetion 
- 


al: |; S: EL \ ” 
an auf der rechten Seite wie „a Es muss daher « so gewählt werden, 
© 4 f 


ar‘, r : 3 5 s Mr 
dass —, im Unendlichen wie — verschwindet. Dies ist aber nur möglich, 


wenn man @ =2 setzt. Die Richtigkeit dieses Satzes ergiebt sich leicht, 
wenn man in den Ausdruck 


oV © //f/ &e- d£dnd/ 
or or/. Y(E -—- 2)? { (F_—_ 5) 


> (n—y)' u. 
an Stelle der rechtwinkligen Coordinaten Polareoordinaten einsetzt. 
Bei der Ableitung der partiellen Differentialgleichung für logp war 


. .ı_. . . \ . . : oV ol oNV 
die Gleichgewichtsbedingung (1.), in welcher die Ableitungen 


5} But Du 
auftraten, die Ausgangsrelation gewesen. Es wird der Nachweis nothwendig 
sein, dass jene Functionen, welche sich als dreifache Integrale, erstreckt 
über den ganzen unendlichen vom Gase erfüllten Raum, darstellen, einen 
wohlbestimmten Sinn besitzen. Vor allem muss man zeigen, dass der Werth 
eines solchen Integrals im allgemeinen ein endlicher ist. Zu diesem Zwecke 
zerlegt man das Integrationsgebiet durch eine Kugel mit dem Radius A, 
welche alle festen Körper umschliesst und beliebig gross angenommen 
werden kann, in zwei Theile. Derjenige Bestandtheil des dreifachen Integrals, 
welcher sich auf das Innere jener Kugel bezieht, ist natürlich eine endliche 
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(srösse. Aber dasselbe gilt auch von dem zweiten 'T'heile, dessen Integrations- 
rebiet durch den ganzen unendlichen Raum ausserhalb der Kugel gebildet 
wird. Man überzeugt sich davon leicht durch Einführung von Polar- 
soordinaten. 

(ranz anders liegen aber die Verhätnisse, wenn man das Raumintegral 
durch welches die Potentialfunetion V definirt werden müsste, in derselben 
Weise untersucht. Es zeigt sich, dass dieses Integral für keinen im End- 
lichen gelegenen Punkt (z, y, z) einen endlichen Werth besitzt. Es ist 
daher zweckmässig, jene Function gänzlich aus dem Kreise der Betrach- 
tungen auszuschliessen und bei allen Untersuchungen allein auf die Kraft- 
»omponenten zurückzugehen. 


Die Bedeutung dieser Bemerkungen wird sich am klarsten aus einem 
einfachen Beispiele ergeben. Zöllner fand, wie bereits erwähnt, als specielle 


. . ma s | 
Druckvertheilung des Gleichgewichts die Funetion p = „ ;. Berechnet man 


damit das Potential der in einer Kugelschale mit den Radien r und A ent- 
haltenen (rasmasse, so erkennt man, dass mit wachsenden Werthen von 
R, d.h. mit wachsender Dieke jener Schale, der Werth des Potentials wie 
Is R unendlich wird, die Krafteomponente in der Richtung des Radius ist 
dagegen eine endliche Grösse. 

3. Bisher ist nur gezeigt worden, dass, wenn ein Gas sich im Gleich- 
xewichte befindet, der Druck als Function der drei Raumecoordinaten der 
partiellen Differentialgleichung (2.) zu genügen hat. Es soll jetzt um- 
gekehrt untersucht werden, ob auch jedes Integral dieser Gleichung, welches 
auf einer Anzahl geschlossener Flächen F, vorgeschriebene Werthe besitzt, 
ausserhalb derselben nebst seinen ersten Ableitungen eindeutig und stetig 
. . r A 1 ; ’ . . s 
ist und im Unendlichen wie „, verschwindet, die Druckvertheilung einer im 
Gleichgewicht befindlichen Gasmasse bestimmt. 

Ich denke mir aus dem unendlichen Raume durch eine Kugel mit 
dem Radius AR, welcher beliebig gross angenommen werden darf, ein Gebiet 
herausgeschnitten, das den Punkt (x, y, z) sowie die geschlossenen Flächen 


F, in seinem Innern enthält. Auch um (z,y,z) soll eine kleine Kugel 
mit dem Radius d construirt werden. Ich betrachte dann das Integral: 


av = Ta Vpf 2enDa ie: 
N NED + mW +" 
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welches sich iiber den von den Kugeln mit den Radien A und d, sowie von 
den Flächen F, begrenzten Theil des Raumes erstrecken soll. Wenn man 
für p seinen Werth aus der Differentialgleichung (2.) einsetzt, so erhält 
man zunächst 


dV=— 4 fff ern, 


wo oe = V(&-z@)’+(n-y)’+(C— 2)’ ist. Das Raumintegral lässt sich in das 
Oberflächenintegral: 
| ee 
u 3 ar 
dV=— —d he A 
4 re on o on 


« 


verwandeln; r bedeutet darin die Richtung der Flächennormale nach dem 
Innern des Integrationsgebietes. Das Integral über die Oberfläche der 
Kugel mit dem Radius d convergirt mit abnehmenden Werthen von d gegen 
a’dlogp; derjenige Theil von dV, welcher sich auf die grosse Kugel mit 
dem Radius AR bezieht, verschwindet, wenn R unbegrenzt wächst; die Inte- 
grale über die Oberflächen F, sind Funetionen von (z, y,z), welche über- 


. 4 . OU ’ 
dies von den Werthen der Functionen # und 5, uf den geschlossenen 


Flächen abhängen. Man findet demnach für dV die folgende Zerlegung: 


a’ (,) | Me 
dY=adlogp— ,_d a u dw. 


F} 


Nach bekannten Sätzen aus der Potentialtheorie kann man sich das 
Innere der Flächen F, so mit Masse erfüllt denken, dass die Wirkung jener 
Massen auf einen äusseren Punkt dem Werthe des Integrals 


(2) 
’ Ö L 
a‘ 0 lou 


Ä Bu ——_ da 
4rı on ocn 


Fj 
gleichkommt. Nennt man aber dieses Potential U, so erhält man schliesslich 
die Gleichung 
adlogp= dU-+4dV, 
welche mit (1.) identisch ist. Es ist also in der T'hat möglich, jedes Integral 
der partiellen Differentialgleichung (2.), welches auf einer Anzahl ge- 
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schlossener Flächen vorgeschriebene Werthe annimmt und im Unendlichen 
wie logr unendlich wird, als Logarithmus der Druckvertheilung einer im 
Gleichgewicht befindlichen Gasmasse zu betrachten. 
Von der bekannten Formel 

II Au-dadyds= — [Ü“ dw, 

J/fı . on 
in welcher sich die Integration über das Innere bezw. die Begrenzung eines 
räumlichen Gebietes erstreckt, kann man für das vorliegende Problem eine 
Anwendung machen. Setzt man nämlich voraus, dass das Gebiet ganz dem 
von dem Gase erfüllten Raume angehört und im Endlichen liegt, und führt 
man in die angegebene Formel auf der linken Seite für Aa seinen Werth 


ref A . ' i air 
Bi DR ein, so ist das Raumintegral, abgesehen von einer multiplieativen 


Constanten, gleich der Masse des Gases innerhalb jenes Bereiches. Die Formel 


d log p 
lehrt, dass diese Masse durch die Werthe von Sn auf der Begrenzung 
F 


vollkommen bestimmt ist. Erstreckt man die Integration über den ganzen 
vom Gase erfüllten unendlichen Raum, welcher von den Flächen F, und 
der unendlich grossen Kugel begrenzt ist, so ergiebt sich aus derselben 
Gleichung für die Gesammtmasse des Gases ein unendlich grosser Werth. 


r ® .. . ’ ” os ou . 
Weil nämlich auf Grund früherer Voraussetzungen 5, mit wachsender Ent- 


fernung A wie „ abnimmt, muss das Oberflächenintegral 


ou 
+ dw, 
vn z 


erstreckt über eine Kugel mit dem Radius A, wie die erste Potenz von R 


l 
R 


unendlich werden, wenn der Werth des Kugelradius jede Grenze über- 
schreitet. Dieses Resultat kann man benutzen, um die Frage zu entscheiden, 
ob für ein Gas von endlicher Gesammtmasse ein Gleichgewichtszustand 
möglich ist. Man überzeugt sich leicht, dass dies nur dann der Fall ist, 
wenn Druck und Dichtigkeit im ganzen unendlichen Raume den Werth 
Null haben. 

4. Nach diesen allgemeinen Betrachtungen über das Gleichgewicht 
von Gasmengen soll mit der Differentialgleichung Au = — 24e" eine Trans- 
formation vorgenommen werden, die sich später als zweckmässig heraus- 


- [2 . [3 l [3 
stellen wird. Da der Druck im Unendlichen wie n verschwinden sollte, 
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kann man 
(3.) u= —-2logr+e 


setzen und von der Funetion »e annehmen, dass sie ausserhalb der geschlossenen 
Flächen F, im ganzen unendlichen Raume einschliesslich des unendlich 
fernen Punktes eindeutig und stetig ist. Führt man nun den angegebenen 
Ausdruck für « in die partielle Differentialgleichung ein, so erhält man eine 
Gleichung für « 


O°o oO’v , O% 2 (1—4e”) 
(4.) 4 + 3, +35 = ——; 
OX ‘ Y 02 r 
Ein partieuläres Integral ist © = — log 4, die entsprechende Druck- 
vertheilung des Gases p = ini 


Wenn es sich darum handelt, Integrale der Differentialgleichung (4.) 
herzustellen, welche auf gegebenen Flächen vorgeschriebene Werthe an- 
nehmen und innerhalb bezw. ausserhalb derselben eindeutig und stetig sind. 
so wird man mit Vorteil von der Methode der suecessiven Annäherungen, 
welche Herr Picard in einer Reihe von Abhandlungen entwiekelt hat, Ge- 
brauch machen können. Jene Untersuchungen, welche sich zunächst nur 
auf partielle Differentialgleichungen mit zwei unabhängigen Variablen be- 
ziehen, lassen sich zum grossen Theil auch auf Gleichungen mit drei Ver- 
änderlicehen anwenden. Auf eine eingehende Darlegung jener Methode, 
welche im vorliegenden Falle durch manche Speeialuntersuchung zu ergänzen 
wäre, soll jedoch an dieser Stelle verziehtet werden. Ich möchte dagegen 
einen besonderen Gleichgewichtszustand des Gases, welcher mir ein gewisses 
Interesse zu verdienen scheint, ausführlieher behandeln. T'ransformirt man 
nämlich die Differentialgleichung (4.) auf Polareoordinaten, indem man 

e=r-.sin’-sing, y=r-sinY„-cosg, 3=r:C08J 
setzt, so findet man für » die neue Gleichung 
„Oo ov ov, 0% l| oO 


— + Zr: +cte‘$. +. „+ - = 
or" F or u a» 03° ' sin’$: Y 


DV 


. ..e”). 


Man erkennt nun sogleich, dass es möglich sein muss, partieuläre 
Integrale dieser Differentialgleichung zu finden, welche nur von 9 und , 
aber nicht von r abhängen. ‚Jedem Integral der Gleichung 

o’v dv l o°’ 


( )/f ” \ 
— tete9-— + —— — = 2(1—ie 
OL ‚+ u | sin’# og’ / 


(D.) 
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würde also eine Druckvertheilung des Gases entsprechen, deren analytischer | 
Ausdruck in der Form 


l . 
P> „: F (9,4) 


dargestellt werden könnte, wo F(y,9) von r unabhängig ist. Man kann 
die partielle Differentialgleichung (5.) durch eine Transformation sowohl 
der abhängigen wie auch der unabhängigen Variablen in eine für die 
weitere Behandlung bequemere Form überführen, indem man 





| v = — log4—2logsin$-+w, 
(6.) g$=tg4-singp, 
| n=tg4:-c08p, 


setzt. Für » erhält man die Gleichung 
n2 r .r « ») w 


0... 


Man kann die Transformation weiter fortsetzen und zwei neue 


Oo A (7b) 


” ie r 
(d.) ‚5 = )&r gen T. wre . 
\ / (1 teen | AuFFu, 


Dr oO 


Variable @ und 5 dureh die Gleichungen 


& / £2 2 
(8.) Ph. PR Lu 3 un 
wi aeg 1+n: 
definiren. Als Function von @ und 5 genügt w der partiellen Differential- 


eleichung 


o’w, oO w 1+n?\? 
( PR s i [2H 
(9.) =: are : 2 du ;) e, 


wo für $ und n auf der rechten Seite diejenigen Funetionen von @ und 
zu nehmen sind, welche sich aus den Relationen (8.) ergeben. Aus der 
relation (9.) geht hervor, dass der Ausdruck 

(10.) e” » (de’-+d/°) 
als das Quadrat des Linienelements einer Fläche aufgefasst werden kann, 
deren Krümmungsmaass den Werth 


(11.) K=(5*7) 


besitzt. 
Zum Schluss möge noch auf den Zusammenhang hingewiesen werden, 
der zwischen der partiellen Differentialgleichung 


n2 22 
ou, ou en 
u , au u m ,. e r 


ox‘ oy 
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i 


wenn man sich auf zwei unabhängige Variable beschränkt, und der T'heorie 
der Fuchsschen Functionen besteht. Herr Poincar6*) hat bekanntlich diesen 
Zusammenhang zum Gegenstand einer längeren Untersuchung gemacht. 
und zwar unter der Voraussetzung, dass die rechte Seite dieser Gleichung 
das positive Zeichen besitzt. Bezeichnet man nämlich mit Z= 9% (3) eine 
Fuchssche Function der unabhängigen Variable 3 und zerlegt man sowohl 
Z als auch z in den reellen und imaginären Bestandtheil 

Z=ÄH+iY, s=r-+iy, 
setzt man ferner voraus, dass die projeetive Gruppe, welche % (3) ungeändert 
lässt, den reellen Kreis 

+ et 

der z-Ebene in sich selbst transformirt, so genügt die Function #, welche 
durch die Gleichung 


dxz’+dy’ 


“ arrar 


DE ae 
definirt ist, der partiellen Differentialgleichung 
o’u o’u 
+ ade, 
oX’ r oY° 


Nimmt man dagegen an, dass die Substitutionen der Gruppe einen 
imaginären Kreis 
z+y+1=0 
in sich selbst transformiren, so gelangt man, indem man unter dieser Vor- 
aussetzung die Untersuchungen des Herrn Poincare Schritt für Schritt wieder- 
holt, zu dem Ergebniss, dass die Function « der Gleichung 


u = _ ——5e 


zu genügen hat. 


*) Journal de Math. 1595 p. 137 u. flgd. 
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Ueber asymptotische Darstellungen von Functionen. 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


Bei den Untersuchungen, welche Herr Poincare über die asymp- 


totische Darstellung von Integralen linearer Differentialgleichungen — Ame- 
rican Journal of Mathematies VII, Acta Mathematica VIII — veröffentlicht 





hat, ist von demselben — Acta Mathematica VIII $1 auf die asymp- 
totische Darstellung durch die Stirlingsche Reihe Bezug genommen worden. 
Im Folgenden soll der Unterschied, welcher zwischen der für eine Funetion 
vorhandenen asymptotischen Darstellung von der Art des Stirlingschen Aus- 
druckes und der asymptotischen Darstellung von der Art der von Herrn 
Poincare für Integrale linearer Differentialgleichungen gegebenen Ausdrücke 
im allgemeinen besteht, diseutirt und die charakteristische Eigenschaft jeder 
dieser beiden Arten asymptotischer Darstellungen ausgedrückt werden. 


1. 


Die Stirlingsche Reihe ist ausführlich behandelt von Serret in Cours 
de Ualeul diff. et int. Il. Es besteht für reelle positive Werthe von = die 


Relation 
| log /(z+1) = 4log2n —- r+(2+4)loge 
(1.) a B 1 
\ / P f FR. 2 1 az Finet \n—1 n a 
| 1 1-22 3-4 «° rind (Zn—1)2n a! 2 
B 1 
/I N apR \n n—+]1 
vr) han (-1)'0 (2n+1)(2n +2) z’"-!’ 

















Thome, über asymptotische Darstellungen von Functionen. 153 


worin B die Bernoullischen Zahlen sind, # eine positive Grösse zwischen 
0 und 1. Wird D in (1.) weggelassen, und die Reihe nach dem vor- 
handenen Gesetze fortgesetzt, so entsteht die divergente Stirlingsche Reihe. 
Wenn nun diese Reihe bei dem Gliede, welches in (1.) D vorangeht, ab- 
gebrochen wird, so stellt der beibehaltene Theil die Funetion log /(z=+1 
asymptotisch dar. Die Bedeutung dieser asymptotischen Darstellung ist 
dann die, dass die Differenz zwischen Funetion und asymptotischem Aus- 
drucke nämlich die Grösse D, welche durch (2.) gegeben ist, mit ins Un- 
endliche wachsendem positivem x unendlich klein wird. 

In dem hier vorliegenden Falle leistet der durch (2.) gegebene Aus- 
druck für diese Differenz noch mehr. Dieser Ausdruck gestattet auch bei 
jedem positiven Werthe von z eine obere Grenze für den bei Anwendung 
der asymptotischem Darstellung der Funetion begangenen Fehler anzugeben. 


‘) 


Die Poincareschen asymptotischen Darstellungen von Integralen 
linearer Differentialgleichungen haben folgende Ausdrücke. 

Es soll hier ein Hauptfall dieser Darstellungen betrachtet werden, 
der von Herrn Picard in TraiteE d’Analyse 'T'. III Kapitel 14 eingehend 
behandelt worden ist. Für reelle positive Werthe von x bestehen — s. ]. e. 
S. 3539 — bei einer homogenen linearen Differentialgleichung mter Ordnung 
mit rationalen Coefficienten von der ]. ce. 8. 385 angegebenen Beschaffenheit 


folgende Ausdrücke der Integrale y,(a = 1, ...,m): 


| Gu+1 
Br ei f DER D \ N 
y.= et’ (e IDPR+ITAFA, u 
A. 
) N N (A, l)--- (A, T n a € 
ET 2" 2» 3’ 





worin die Exponenten —4,— 1 nieht ganzzahlig sein sollen, Mod A, von 
Null verschieden ist. Die Coefficienten «, in den Exponentialfactoren e”” 
sind die Wurzeln einer Gleichung mten Grades, deren Constanten durch 
Constanten in den rationalen Coeffieienten der Differentialgleichung gegeben 
sind. Es werde vorausgesetzt, dass die reellen Theile der Coeffieienten 
o,(a=1,..., m) unter einander verschieden sind; hieraus ergiebt sich, dass die m 
Ausdrücke (1.) (a=1,..., m) linearunabhängig sind. Die Grösse &, convergirt 


mit ins Unendliche wachsendem positivem x gegen Null. Der asymptotische 
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Ausdruck von y, ist alsdann: 
ea? grha-1 (et — 1) Ti, + 1) |Au+ Az ah 4 ne 
iz (A, +1) ih... + ; 


| z 


(2.) 





Die Differenz zwischen y, und dem Ausdrucke (2.) ist 
(3.) et’? ara (e* went 1) Th, + 1) = £ 


Diese Differenz enthält nun neben der unendlich klein werdenden Grösse 


€. y . Ar: . .,.. 
“ den Exponentialfaetor e*”. Wenn der reelle Theil $# von «, positiv 


x” 
dx 

Pr . . e . . . . . 

(>) ist, so convergirt — , wo y eine beliebige reelle Constante ist, mit & 

segen oo. Was aber die Grösse e, angeht, so ergiebt die Herleitung des 

asymptotischen Ausdruckes nur soviel, dass diese Grösse, wie Herr Picard 


l.e. 8. 389 den Sachverhalt ausdrückt, mit - gegen Null convergirt; in 


dieser Beziehung ist der bei Picard l. ce. 5. 358 vorkommende Ausdruck 


| n+1 
“2 _ yon Bedeutung. 
xz 1—reo 


Es tritt hier der Unterschied gegen den Fall der Stirlingschen Reihe 
hervor: 

Von der Differenz zwischen Function und asymptotischer Darstellung 
derselben weiss man nicht, dass dieselbe mit ins Unendliche wachsendem 


positivem x unendlich klein wird; man weiss überhaupt nicht, ob dieselbe 
eine endlich bleibende obere Grenze besitzt. 


Wenn in allen @,(a= |1,...,m) die reellen Theile grösser als Null 
sind, so gilt das vorhin Gesagte von jedem Integrale 


(4.) c, Yı+ © Yı +4 0 Ya 
wo die ce UConstanten sind. 

Aber auch wenn nur in einem einzigen der «, der reelle '['heil 
grösser als Null ist, so befindet man sich bei einem Integrale wie (4.) in 
derselben Lage wie vorhin. Denn wenn die Constanten ce berechnet werden 
können, so würden dieselben doch nur angenähert zu ermitteln sein, und 


dann lässt sich nicht entscheiden, ob eine dieser Constanten genau gleich 
Null ist. 














= 
= 
E3 
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Nur in dem Falle, wenn in den sämmtlichen «, (a = 1,...,m) die 
reellen Theile negativ sind, oder falls in einem «, der reelle Theil gleich 
Null ist, wenn alsdann » so gewählt wird, dass der reelle Theil von 
n+4,+1 grösser als — 1 ist, ergiebt sich aus (3.) für jedes Integral (4.), 
dass die Differenz zwischen Funetion uud asymptotischer Darstellung mit 
ins Unendliche wachsendem positivem x gegen Null convergirt. 

Wird das Integral y, (1.) durch e“* 2" dividirt, so hat dieser 
Quotient zum asymptotischen Ausdrucke 


| sl, In 


n 


r WU, Ti 1/7 f (A, +1 (A + 
6) (HH 17041) [Ast An ER 4... 4, . 
Derselbe werde durch S, bezeichnet. Für die Funetion y, e ** z’°*' und 
S, besteht die Beziehung wie bei dem Stirlingschen Ausdrucke (Nr. 1). Die 
Differenz zwischen beiden Funetionen wird mit ins Unendliche wachsendem 


positivem x unendlich klein; und zwar ist 
(6.) lim Ia" (Y; et art! S,.)} = (): 


z=n 


siehe die Angaben bei Poincare Acta Mathematica VIII $ 1 und $3. 


3. 

In den Grössen «@,(a = 1,...,m) in Nr.2 sollten die reellen "Theile 
unter einander verschieden sein. Bei einem Integrale Nr. 2 (4.) sei in den 
y, deren Coefficienten e von Null verschieden sind, der grösste reelle 'T'heil 
in den «, durch %k bezeichnet. 

Der asymptotische Ausdruck Nr. 2 (2.) von y, sei durch s, bezeichnet, 
so ist der asymptotische Ausdruck von 


(1.) Gy +toy+--+c,y„=Y 
der Ausdruck 
(.) ++ +05, = S. 


In dem y,, in welchem der reelle Theil des «, die Grösse Ah ist, sei der 
Exponent —A,—1 in z”’ı=' durch 0 bezeichnet. Dann wird 


(3.) Y Br e'* 2° ( Ye-': 2” e), 

(4.) S= ezt(Se "a" 
gesetzt. Nun ergiebt sich für den Quotienten 

m , Y 

(9.) lim. Ss = 3 


Journal für Mathematik Bd. CXXIV, Heft 2. 
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Dasselbe findet bei jedem einzelnen y, Nr. 2(1.) und dessen asymptotischem 
Ausdrucke Nr. 2(2.) statt, welches auch der Üoefficient «, sein möge. Vgl. 
Poincare, American Journal VII 8. 258. 

Man kann nun die beiden Arten von asymptotischen Darstellungen 
von Funetionen bei reellen positiven grossen Werthen von z, die in Nr. 1 
und 2 betrachtet sind, in folgender Weise charakterisiren: 

Die erste Art von asymptotischen Darstellungen von Functionen — 
zu derselben gehört der Stirlingsche Ausdruck — ist dadurch charakterisirt, 
dass die Differenz zwischen Function und asymptotischer Darstellung der- 
selben mit ins Unendliche wachsendem positivem z gegen Null convergirt. 

Die zweite Art von asymptotischen Darstellungen von Functionen 

- zu dieser gehört die in Nr.2 betrachtete Poincaresche asymptotische Dar- 
stellung von Integralen einer linearen Differentialgleichung — ist dadurch 
charakterisirt, dass der Quotient von Function und asymptotischer Dar- 
stellung derselben mit ins Unendliche wachsendem positivem © gegen Eins 


convergirt. 


Bemerkung: In den Formeln Nr. 2 (1.) (2.) (5.), die bei Picard ]. e. 
vorkommen, ist an Stelle von Au(k = 0,...,n) zu setzen e«+"*'(— 1)" A,,, 


‘) 


s.l.e. 8. 388 Z. 4 von oben. Ebenso bei Poincare Acta Mathem. VIII $ >. 























Die Vertheilung der Electrieität auf zwei leitenden 
Kugeln. 


(Von Herrn J. B. Goebel in Mainz). 


Das Problem der Eleetrostatik: die Vertheilung der Kleetrieität auf 
zwei sich influenzirenden Leitern zu bestimmen — ist bekanntlich allgemein 
nur gelöst für den Fall, dass die beiden Leiter Kugelgestalt haben. 

Poisson, welchem zuerst die Aufstellung der allgemeinen Gleichungen 
zur Berechnung der Potentiale gelang, bestimmte die elecetrischen Dichtig- 
keiten auf den Kugeln in der Weise, dass er je für den eonereten Fall ge- 
eignete Gleichungen zur Berechnung der Dichtigkeiten ableitete. 

Zu verhältnissmässig einfachen, allgemeinen Ausdrücken für die eleetri- 
schen Dichtigkeiten gelangt man, wenn man der Entwicklung die über- 
sichtlichen Formen zu Grunde legt, welche Kirchhoff den Poissonschen 
Gleiehungen zur Berechnung der Potentiale gegeben hat”). 

Wir bezeichnen mit K,, K, die beiden leitenden Kugeln, 0,,0, deren 
Mittelpunkte, e die Entfernung derselben, a, b die Radien der Kugeln K,, K,, 
A, B die Gesammtpotentiale auf denselben. 

Wir legen weiter, wie üblich, den Ursprung des Coordinatensvstems 
in den Mittelpunkt O, der Kugel K, und bezeichnen mit 9 den Winkel, 
welchen irgend ein Radius veetor o mit der (nach der Kugel X, hinweisenden) 


*) Vergl. dieses Journal Bd. LIX, sowie Kirchhoff- Planck, Vorlesungen über 
Electrieität und Magnetismus, 6. Vorlesung. 


21” 
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Richtung der Centrallinie O0, O, bildet; ferner mit h die electrische Dichtig- 
keit in irgend einem Punkte der Oberfläche der Kugel K,, dessen Radius 
vector e=a der Winkel 9 entsprechen möge, und setzen noch 

u= 608%, = cos’ 44, 


o=(e —a’+b):2aec, E=- w—-Yw—1, q=(c-a):b=b:(l-a). 


Setzt man dann abkürzend 
m x M; 
(1. ‚(s)= 2 — 
1) vO=3 en 
worin bedeuten 
\ 1—8)’ 1489" 
(2,) ER ma 1" gi 
ui M,, 1+8 (1 — Egin)? 9 I 
N 4:8 a —- I) — gr) 
(3.) u rn 2 ar . 
- = d+H (Een) 
so hat man 


(4) 4nah-A= Ay(d)—-By(-)- 


Diese einfachen Gleichungen enthalten die allgemeine Lösung des Problems 
der Vertheilung der Electricität auf zwei leitenden Kugeln. Der Beweis lässt 
sich in folgender Art führen. 

Nach Kirchhoff kann man das Potential (V,),-. der Electrieität, welche 
sich auf der Kugel K, befindet, bezüglich eines Punktes der Centrallinie 
0, 0,, dessen (in der Richtung nach dem Punkte O0, hin gemessener) 
Abstand vom Mittelpunkte O0, gleich e sei, nach folgender Gleichung be- 
rechnen: 


ex r "m As», Bu», 
(9. ( } nr un A + B: D rn = , 
u 3 EN gu di; 
\ Ad a 
worin bedeuten 
q” LK g” 
\ Em - \ fa 
(6 J $ >, — (1 im ) N 22 Eger (8 J t,, - "sen" ge . 
ar” 
l Be gg” J PR L. 
N = .n “ 
*? u, = —— 9.) 0, =6- 
‚ts, In & 1—g"" ) ( ) 27 > 1—g" 


Schliesst man zunächst den Fall aus, dass die beiden Kugeln unbe- 
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grenzt einander genähert werden“), so sind die Grössen 5 und q und daher 


q’ 
auch — = 
& 


. (weil b<c-a und um so mehr <c-as$) positive echte 
- 


4n 


Brüche; es ist also auch B ein positiver echter Bruch und grösser als q’””. 


Die beiden Grössen t,, und v,, sind daher positive echte Brüche und 


kleiner als S. 
Entwickelt man nun die beiden Glieder des in Gleichung (5.) vor- 


e 
kommenden Summenausdrucks nach Potenzen von , so gelangt man zu 


einer Gleichung von der Form 


" ud s r 0 ) 
(10.) (Va =A+ 2 (Ab, —Bi,) (8), 
worin wieder 
11) K=einb. (12.) = Zu,o, 
n—1 n=2] 


Leicht lässt sich nachweisen, dass die Coefficienten #, und /, angeb- 
bare positive Werthe haben, dass sie sich mit wachsendem Index » mehr 
und mehr der Null nähern. 

Für die Potentiale V,; und V, eines inneren bezw. eines äusseren Punktes 
(0, 9) der Kugel K, erbält man somit die Ausdrücke 


(13.) V,=AP,+ 3 (Ak,-Bi)P,(®), 
v—() i v a 
7 > a | z \D f a\ 
(14.) V.=AP, + 2,(Ak,- BL)P. 2 


worin P, die Kugelfunction P, (cos 3) bedeutet. 
Nun berechnet man nach bekanntem Satze die eleetrische Dichtig- 


keit A aus 
"oV, "oV, 
Anh=|“ | -[- | 
C OÖ 0 ® - 00 : 


*) Nähern sich die beiden Kugeln mehr und mehr, so nähert sich e dem Werthe 
a-+b: daher nähern sich die Grössen 
‚ je—(a+b)|(c—a-+b) 


l 


N 


o—|] 
>ac 


S=w-— |wo’—l, 
P=14 f-@+9] + He) 
u EEG Die, 


sammtlich dem Werthe 1. 
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Man kann schreiben 


[};, . - &(Ak,—Bl,) vP,, 


u] ,-- .[APı+ &Ar-Bi)@+YP,], 


Daher wird 


4nah=AP,+ & (Ak,—Bl,)(2v+1)P,, 


v—ı) 


Setzt man hierin nach (11.) und (12.) wieder 
k,=s:% +s,; u +, 
,=uwou + weit, 


so hat man etwas ausführlicher 


4nah=AP,+ Bs Al, +, 4+-)—-Beaue + we + )|(2r+1)P,. 


yı) 


Ordnet man hierin nach den Grössen s,, und «,,. so erhält man 





4nah= A , +8 R: @v+1)P,i +s, Z(2r+l)P,%+ | 


v— 





- Blu, Z(2r+1)P,oo+w ES (2r+l)P,ei+--]. 


e v—() Y v) 


Es erscheinen hier Reihen von der Form 
© j \ 
&(2v+l)F,3, 


in welchem Ausdrucke also z die sämmtlichen Werthe #, und e,, 
(an = 1 bis oo) annehmen kann. Die Grösse z stellt somit einen positiven 
echten Bruch dar. 


Unter diesen Verhältnissen weist man leicht nach, dass”) 


T- 
(15.) 5 (2v+1)P,»’ = 


u 
y—i) (1— 2uz r z°)? 


Differentiirt man nämlich in 


(1-2us +3’)? = ss P,2’, 
hc 2 
auf beiden Seiten nach z und multiplieirt dann mit 2x, so folgt 
(2us— 23’) (1—2us +3)? — ss 2»P,»”. 
vu. 
Durch Addition dieser beiden Gleichungen ergiebt sich die obige Beziehung. 
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Die obige Gleichung lässt sich demnach schreiben 


Ä f u l —1;, . | 
(16) Anah=All+Xs, N 
n=1 (1—2 ut-+ 1)? =2 (1 — Zur, + v2) 
Setzt man in dieser Gleichung 
u=24—1, 
sodass, da u = 0089, 
, = c08’44 
. . ® . u .. ’ 
ist, so geht sie in die Form über 
= Dr - M;, . No, 
(17.) 4nah=A|ll+ 5 —t-B, | 
EI (1 — (59. A)? n—1 ( | 5 /. 
worin bedeuten 
tt), 1—1; 
a, = —_ H.= -— s 
(1 +12) Ir tn)‘ 
4 © . on 9 
) n >} 
I, = . N. == u 
I n (1 + Un)” ) en (] D.,)° 





Setzt man in diesen Gleichungen aus (6.) bis (9.) für s... &,. ww. ® 
deren Werthe ein, so findet man schliesslich 


c — ar\(1 _ 2?0tn\ 
(18.) &,, = 45 ; ae . un u 
4 mc Ar: (1-&q' 
+n q” \ 
1 > 48 (1-4 1— ce?) 
g, Ds Ze mu — 
( ) IF2n (1 4 &)? (1 Er 
un en 
9N\ Ze % =) j q ’n 
(20.) M,, eg 1 + & (1 -& >) . 1 ’ 
RE 795 
21.) ER nd FRE 
/ In 1 F& (1 N? £ 


Die Ausdrücke für /,, und N,, können offenbar aus den Ausdrücken 


a 
%;, und M,, dadurch gebildet werden, dass man in den letzteren 5 mit _ ver- 


tauscht. 
Setzt man also in (17.) 


% u 
j > = 
y en er 72) (&), 
\-, 


— s 2% 
=} (1—as, 1)? 
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so wird 
un N», = y(5 ). 
n=1 (1 u. Ban Ban 28 


womit die im Eingang gegebenen Gleichungen bewiesen sind. 


Speeialisirung für den Fall, dass die beiden Kugeln sich berühren. 


Poisson gelangt zu Gleichungen für diesen Specialfall mittelst einer 
besonderen Untersuchung, der ein Theil seines ersten „Me&moire sur la distri- 
bution de l’eleetrieit6* gewidmet ist. Es soll hier gezeigt werden, wie sich die 
betreffenden Relationen unmittelbar aus den obigen allgemeinen Gleichungen 
herleiten lassen. 

Eliminirt man aus den beiden im Eingang angeführten, zur Berechnung 
der Grösse g’ dienenden Gleichungen die Grösse a, so entsteht für 1-5 
die Substitutionsgleichung 


welche auch dann ihre bestimmte Bedeutung nicht verliert, wenn sich & und 
q unbegrenzt dem Werthe 1 nähern, d.h. wenn die beiden Kugeln mehr 
und mehr genähert werden. 

Mit Verwendung dieser Gleichung lassen sich die Beziehungen (18.) 
bis (21.) nach einigen Umgestaltungen in die Formen bringen 


’ n&g’ On -+ 1 
(22.) = 4 , q O5, 2» 
[2 Pe 9? +1] 
eg’ 
j er b > 
(23.) Pin = 4 b gg Oo — LT 
[: a4 u +» FR ı| 
a 1 } & 4n 1 
(24.) a ni a rrgeu 
- [a+deon+1] 
4n 
g“ 1+ z 1 
(25.) N; u wer e- 


e 1+8 & 149% . u; 


worin bedeutet 


(26.) 0, = 


u. 
1—g* 
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Werden die beiden Kugeln mehr und mehr einander genähert, so 
nähern sich in diesen Gleichungen die Grössen 5 und g dem Werthe 1, 
die Grösse e dem Werthe a-+b. 

Den Grenzwerth, welchem sieh die Grösse o,, nähert, findet man 
leicht, wenn man 

=1-e 
setzt, in welcher Beziehung also, bei immer grösser werdender Annäherung 
der Kugeln & schliesslich eine sehr kleine positive Grösse darstellen wird. 

Man kann schreiben 

1 —(1-— ee)" 


€ 


0 ) Fu 


Für unbegrenzt abnehmende Werthe von & ist aber 


ri ER 
lım — N. 


Wenn also die beiden Kugeln mehr und mehr einander genähert 
werden, so werden sich die Grössen «&;,, ,., Ms. N,, gewissen Grenzwerthen 
nähern, die wir erhalten, wenn wir in den Gleichungen (22.) bis (25.) setzen 

s-g=l, c=a+b, A } 

Schreiben wir noch abkürzend 


a-+-b 
Ars — 
‘ b 


so erhalten wir auf diese Art für den Fall der Berührung zweier Kugeln 
K, und K, von den Radien « und 5 die Beziehungen 


= 1- (2ny+ 1)”, M,. = (2ny-+1 
Pa = 1-(2ny— 1)”, N,. = (2ny — 1) 


Wenn von Berührungseleetrieität abgesehen wird, so ist als herstellbar 
nur der Fall zu betrachten A=B (Gleichheit der Potentiale auf beiden 
Kugeln). Für diesen Fall erhält man durch Einsetzung der obigen Werthe 
für 5, Pan; Men; N, In die allgemeine Gleichung (17.): 

4rrah 


(27.) 1 =1- 


8 
"MM: 





Journal für Mathematik Bd. CXXIV. Heft 2. 











164 Goebel, über die Vertheilung der Electricität auf zwei leitenden Kugeln. 


Wir bringen diese Gleichung in eine noch etwas einfachere Form, 
indem wir setzen 





y 2 T 
 1+#’ 
woraus für z folgt 
2 cos’44 210 
A = Sn 1—cos’44 anni. 
Dann hat man 
7 2:0 ‘ ds mw -L- 
(28.) 4rrah A er, +r)} | Iny E. Be 2ny er 
A n=1 1 [(22y— 1)’+ 7]? I(2ny +-1)’+ 7]? 
\ . . ' a [ 
Haben die beiden Kugeln gleichen Radius (a = b), so wird y = .e =2: 


dann ist sehr einfach 

4nah | 3 H) 

Aa+at 4 Et 
Mit den obigen, leicht sich vollziehenden Specialisirungen der 

Gleichung (4.) dürfte das allgemeine Problem: die electrische Dichtigkeit h 

in einfacher Art durch eine Function des Ortes auf der Kugelfläche dar- 

zustellen, nach jeder Richtung hin als gelöst betrachtet werden können. 


(29.) 














Untersuchungen über die Landensche Transformation. 


















(Von Herrn P. Kokott in Sagan.) 


Im Folgenden soll nach einer kurzen Einleitung, in welcher die 





elliptischen Funetionen in einer von den bisherigen Formen abweichenden 
Art am Kreise dargestellt werden, die Landensche Transformation sich als 
die Abbildung zweier Kreise auf einander ergeben. Sodann wird durch 
Einführung des in der elementaren Dreieckslehre unter den Namen des 
Apollonius bekannten Kreises zunächst eine neue Deutung der Formeln 
jener Transformation gewonnen und gleichzeitig die Kreisdarstellung der 
elliptischen Funetionen mit der durch den Apollonischen Kreis und mit der 
allgemein bekannten Halphenschen Darstellung in Verbindung gebracht. 


N E. 
Darstellung der elliptischen Functionen am Kreise. 


In einem Kreise, dessen Mittelpunkt A 


er —H 
9° D und dessen Radius 5b sei, ist ein fester 
/ N Durchmesser D’D gezogen und 
/ ae N AB=e<b 
di a u I» abgetragen. Ein beliebiger Punkt € 
\ Y 2 des Kreises ist mit B verbunden. BU=a 
\ \ / nimmt je nach Lage des Punktes C 
RK f Kr alle Werthe zwischen b—-e und 5b-+e 
SL u an. Bedeutet / die Fläche des Dreiecks 
er Ti ABC, so ist 
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+ OT 


De / 5) ‘) 5) 
uk Ange -IA1-y) 1-zy). 





6 + 
ist. Setzt man 


wobei y = d 
Y b+c 


“_ und z = 
Du ale 


»y dy 
vA—y’)-(1—-x”y’) 


0 


so it y=sn(w,z) d.h. a=(b-c)snu. Die Fläche 4 kann dargestellt 


. N — 


werden durch i r enu-dnu. Die Variable x nimmt auf dem Kreise 


alle Werthe zwischen K und K-H2iK an; für Dist v=K, für Dua=K+iK 
Bezeichnet «@ den Winkel CAB, so ist 


Mi 1/(a+c—b)(a+b—c WE a? Be 6 
sın =e y\ + I r En / yi— si aı cenu 
2 4be 2 Ybe (b— ce) 2 ybe 
b—c. ; 
Dax = ist, so 1st 
Be 
b— ec)’ 2 ybe 
ee ae, 
(b-+.c)’ b+c 
also 
b—c 4 
Dybe «“' 
folglich 
ER ix a 
sinz = — Cnu oder enu=— — Sinz. 
2 # 2 


Ebenso ergiebt sich 


& (a +b + c)(b-++c—a) b+e | —, 1 
c08- = Ä — = Yl—-zsnu= -, dnu: 
2 4be 2 yYbe x 
ö “) ) 
& ‚,.enu . 2F „b+e cenudnu 
ter = ==. 62 = izsn(K-+u): h, = = - 
2 dnu (K+ ); a 2 snu 
sin? (? sei Aussenwinkel bei 5) 
2F „b-+cenudnu i enudnu \ i enudnu 
== == 9 5) - == . sın y u r ’ 2 i 
ac 2c snu 1—x snu 1+x  snu 


en ne er c nn 
Verlängert man CB bis €’, so ist aa = b’—e, also a’ = sn ; andererseits 


' / » ® | . . ! 
a = (b—c)snu folglich snuw = on, also «=wu+iK. Wir wollen © 


Gegenpunkt von € nennen. Dreht man A ABC um AB als Axe, so kommt 
C in die Lage von €. Ist C bestimmt durch K-+iz, so gilt für ©" 
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K+2:iK — ix; für diesen Werth bleibt nämlich sa” unverändert, während 

cnu dnu nur negativ wird. CO” heisse Spiegelpunkt. Für 7 senkrecht über 

B ist Spiegelpunkt und Gegenpunkt identisch; also K+2:K —i2 = K-+ir+iK'; 
ik’ i 2. e ..S 

d.h. — = ia; für den Punkt senkrecht unter Bit v=K+", 


Wir wollen nunmehr die Frage untersuchen, wo der Punkt K+ic-+iy 
liegt, wenn K-+ix und K-+iy gegebene Punkte sind. Zu diesem Zwecke 
bezeichnen wir den Strahl nach dem Punkt K-+ir von B aus mit m. nach 
K-+iy mit n, die Gegenstrahlen mit m’ und »'; ferner den Centriwinkel, 
welchen der Radius nach K+ir-+iy mit dem festen Radius bildet mit M: 
dann ist 


A . K+tie-ti 
Hi Hy) = inrier 


sn (K-+ix)en (K+ iy) dn (K-+iy) +sn(K-+iy)en(K-+ixz)dn(K-+ir 


1—x’sn’(K-+ix)sn’(K + iy) 
Setzt man 


m EEE N a 
‚ en(K-+izr)dan(K-+ie) = 


n(K_ıL; >) zum 
Kan Fa Auch ver i(b?—c} 


7 


ebenso für das Argument K-+iy, beachtet man ferner die Relation 


enu ı & 
zu to h 
dnu . -.° 
so ergiebt sich 
t M m 4A, n 4 A 
0" ° he ° 
=:. b—ce i(b’—c’) b—ec i(b’— ce’) 
ik. “’m’n’ ’ 
1 — | 
(b— c)' 


welche nach einigen Reduetionen übergeht in 
M 2(b—c)(h.--h,) 


.) 1:3 
du mn — mn 


O0’ 
ig 


wo A, und A, die Senkrechten von A auf die Sehnenabschnitte m und n 


m 


darstellen. 


aET} > . r ik’ . . ’ N ' 
Für den speciellen Fall, dass iy= , ist, ist ,=c, m =n =1b'—e‘, 
also 
(+1) 
“ 
go M (in+0) _ "Ne 
= Ya, = Ä 
"1. m’ — m m' — m 


2 2C 
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4 
“ . . m —m. . 
berücksichtigt man, dass FB = —,— ist, so ist 
M ‚(1-+ sin 5) - a 3° 
oO’ — I) Ale ER = 2 z (45°+5) 
tg, =“ es \x tg 45 +, 
$ 2. 
Abbildung zweier Kreise auf einander. 
Er pr a 
/ N u iin Bu, 
\ f 
h e \ j E! IE 
D iz Bar, sL_ u Is 
> BN N 7 
N Ne / N 
u‘ / 
/ 
Pi 
- 





Zwei Kreise sollen nun in folgender Weise auf einander abgebildet 
werden: Man zeichne, um C abzubilden, « und ziehe durch Q zu © D die 
Parallele; es ist hierbei vorausgesetzt, dass DD’ SS’ ist. Die Lage des 
Punktes AR hängt offenbar von der Wahl des Radius PS und des Stückes 
PO ab. Ueber PS wollen wir so verfügen, dass eine Eigenschaft des 
Kreises A in möglichst einfacher Form auf P übertragen wird. In #BCD' 


. ! ! y '—2R er . 
ist XD => und XD’ CB=", = 5—R; also verhält sich 


_ — 


.. 
” wo 
RE en 
in S 
| Sag OR sin A a.PR u. 
I: <Y e = i- mn S “ S un < - em — z 
Da D=C=B ist, so ist im /POR PR un ılso (b+ OR” mA’ 


— (08 


— 


| 


b-+c 
es empfiehlt sich also PR=b-+e oder noch besser = —,— zu machen, so 


— 


* * “ . Ü . . rv 
dass, wenn man QR mit U bezeichnet wird, 2A snz =a-sinA ist. Was 


nun PO =& anbetrifftt, so sei Folgendes bemerkt. Will man Punkt D’ ab- 
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bilden, so ist C’D die Tangente an den Kreis, die Parallele im anderen 
Kreise steht dann in B senkrecht; es ist also der Punkt K+iK abgebildet 


' 


ıL = “ u; 
auf Z+ ,-, wenn L und Z die analogen Grössen für den zweiten Kreis 


bedeuten. Einer Vermehrung des Argumentes K um iA’ entspricht also 
! 


iL u ne h 6% 
eine solche von —-. Diese Eigenschaft soll auf jeden Punkt ausgedehnt 


—_ 


iL 
werden, also dem Argumente «+:K' das Argument o +, entsprechen. Im 


zweiten Kreise muss dann die Formel bestehen 


M ..., B 
tg 5 ae — ). 
Zn...‘ 
wo M den Winkel nach dem Punkte +3 bedeutet und I= pe : ist. Da 
B a Az0 :, .. 
“7 — 45° ist, so erhält man 
M a' 
tg 5 = Yltg rk 


M' und «' sind correspondirende Centriwinkel, die Formel gilt also all- 


emein 
A & 
g >= = Yltg 
Da 
ns A 
i u 2 
sın A = 
l-+1tg‘- 


*) 


. . y . & . e. . 
ist, so geht die Formel 2A sin ,;„ = asin A über in 


) 
a.yi _= 2A co: 
1 + Itg‘ 4 
setzt man hierin «= (0, so ist 
a ai = 2; 
für diesen speciellen Fall it YW= B-E und a=b-e; und, weil B= is 


ist, so erhält man 


er. J b—=c\ b-+ce\ r 
“) h) \ \ n ıy [ \ en E \ . . 
—c) ] 3,6 "2 (B—E) oder \ "A ar u &, 
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d.h. PQ =Ybe; der Modul / ist also gleich 


b-+e fin 

2 TEM 
b+c — 14. 
22 Ve +% 


Es ist nunmehr leicht, zwischen einem beliebigen « im ersten Kreise 
und dem entsprechenden » im anderen eine Relation herzustellen. Es ist 
nämlich a= (b-c)snu, also da = (b—-ec) cnudnudu; andererseits ist da, 
wie aus der Figur des $ 2 leicht hervorgeht, gleich 





b- dae-ienudnu | 


bda sin nm (1+ z)snu 


also ist 
bida 


— adu: 
1 ri 
ebenso im anderen Kreise 
bc . 
= -idA 
m — — Ydo: 
1+1 
folglich 
dv afb+e)(l+x)dA 
du 25-A-(1+Dda’ 
2b . 
oder, weil I+z2 = n ist, 
rc 
dv adıa 
du (1+D)Adae’ 
4 r GM 
aus tg, = TVltgz folgt 
A u 
08” ) l 
dA > COS > } 
de & 
2 c08 7 
l . M.. BR >) s) FR Ü& m 
und, da a sn A=2NXsin , ist, 
« ‚A u 
2sin — cos” I te — +» yl 
a-dA 2 > 2 = Be: 
Ada FR RPTBEN E... a a 
Zsın A cos 1 tg 5 
folglich ist 
dv ER 1 +x' 


“re 77° Bas 373 
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demnach besteht die Differentialgleichung 


dz ea 1+7z' 


Ya—2)(1—P3?) 2 Ya-y)A—a:iy: 


dy 


und da dem Anfangspunkte des einen Kreises auch der des anderen ent- 


' 


I 
. . 1: A . » . . 
spricht, it v = —, - a. Das Abbildungsverfahren giebt nun ohne weiteres 
. . y . ER . . a' . 
ein Integral in anderer Form; es ist nämlich sinB= — cos: nun Ist 
& 1 a' 1 na i h 
08 5 = Adnu, also cos „= „dn(a+iK)=— - : ferner 
a 4 2 14 zcnu 
. i envdnv 1—I. 
sinD= ‚, undd = ist. 
1-I snv 1 +/ 
j Inv 1 . n 
ergiebt sich — = ;—— tnu, d. h. eine der bekannten Formeln der 
dnv l+/ 


Landenschen Transformation. Es ist leicht. andere Formeln zwischen » und ® 
herzustellen. Es ist nämlich 


. [64 N & 
. sın COS 
to A ilen Ü ls 0 t Ü& | 2 HK dnu 
= . als 0° —— — - | . 
oO 2 dne o 4 Ü 0 H dnu 
COS l -.+ COS 
-) 
also 
env | | + x' dnu—x' 
dnve !T1—, dnu-+x 


Nach dem umgewandelten Cosinussatze ist 


a '®—(b-c)’ a Ei A 
= | oder — | 


to — = 
23 -Vorgea ee ——, 


Wendet man diese Formel auf den zweiten Kreis an, so ergiebt sich 


. ; j A & 
unter Berücksichtigung von tg „etiig;; 
/ & 
I-+tg 
1 - | Ä 
ne — 
1+1tg?Z 
| \ 
oder. da to Bo Y x —dnu ist 
Beiie I ir x" +dnu 


1+x „/l1—dnu 


1 — x’ 1+dnu 
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inv 1 


Setzt man in der Gleichung er 


Inu für sno 2, für snu y 
ein, so erhält man 

EL... ARE IDEE IM 

y1—:°.1—1”z’ + Yi-f 


yl 


aus welcher sich leicht z#y = Tr; ergiebt. Man kann hieraus noch eine 
y. ” . a .. .. 
andere Eigenschaft der Abbildung erkennen, wenn man e für y, für 2 
a a h 
me setzt. Es wird dann 
z JR Ybe 
te 
BO ER Yb+Ye (Yyb—-Ve), 
WERE SIG ER 
..- - — 
(Yb+Ye) (yb — Ye)“ 
daraus folgt 
A 
a b—c a 4 
_- 3 3 | -—_ ——: 
b-+c 14 44° b? -- ce? b—c +4W? 
j (b—.c)’ 


. ) ) ' b—c n ! .. ' ! 
nun ist b’—-e’=aa und ( 5 ) — Y-W, also erhält man «=W+NXW'. Man 


kann demnach einander entsprechende Punkte finden, indem man «a in den 
zweiten Kreis als Sehne einträgt und an den so bestimmten concentrischen 
yr 7 N) . 1 % 

Kreis durch Q die Tangente legt. 


Der Kreis A kann selbst wieder als Abbildung eines anderen Kreises 
angesehen werden; dann ist der Radius von A das arithmetische Mittel. 
AB das geometrische Mittel zweier Grössen m und », von denen also 


m=b+V/b’-c, n=b-Yb’-ec 


. “ Du . .. » m — N u * 
ist; der zu jenem Kreise gehörige Modul „., st dann gleich 





n—+n 
> D) / 9 
vor / 6” 
li 
c 1l—x. j . ya i b—-c 
und da - = —— ist, so it i = / nun ist a=(b-e)snu we ) 
’ ’ \ b) 
b l-+x l-+x zsnu 
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m——n « ! c . 
: die Formel a = A + MW wird dann 


und U, = Asn(w,,2) 


ET (1-+x%) Ber. 
’ l + asn’u 
$ 3. 
Herleitung der Zandenschen Transformation aus dem Additionstheorem. 
Wir haben zu Anfang gesehen, dass der Strahl nach dem Punkte 
K+ie-+iy mit dem festen Radius einen Winkel bildet, welcher bestimmt 
ist durch die Gleichung 


m M_ 2(b—c)(hm+hn) 


2 mn" — mn 


Denkt man sich statt des Punktes K-+iy den Spiegelpunkt K 4 2iK —iy, 
so ändert sich die Formel nur dadurch, dass A, negativ wird, also ist 
N 2(b— c) (huhu 
ig a = Li ' e . 
2 mn — mn 


N bedeutet den Winkel nach dem Punkte K+i2+2:iK’—iy. Nun ist 


„=i#sn(2K+tixr-—iy) =—izsn(u-v), 


M ) 
tg 5 = izsn(u+tv); tg 
wenn «u=K-+iz, e = K-+iy gesetzt wird. Also 
tg tg. = zsn(u+e)sn(u-e) 


oder 
4 (b? — c?) (hi — h}) 


ri . / m Pi 
zsn(u+e)sn (u . (m'n'’— m n)® 


Die Figur lehrt nun, dass 


. a m + m! \? . » fn+nı? 
h., = b" — ( ö ) und h,=b"—(\- > } 

ist; also entsteht, da überdies nn’ = mm’ ist, 
(b’— cc’) In’ + n’’— m’— m’?! 


. f h ( = 
zsn(u+e)sn(u—v) = (m’n’ — mn): 


Multiplieirt man mit b’— ce’ in die Klammer hinein, und zwar einmal 


als mm’, das andere Mal als »»', so erhält man 


2 ! 2 ! 2 ! 2 ! ! ! 

n'mm' — n "mm — m’nn' — m’nn mn' — m'n 

zsn(u+v)sn (u-v) = — - 4 Te 
' y4 

(m'n’ — mn) mn — mn 


In meiner Abhandlung über „die geometrische Deutung des Additions- 
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theorems“ im Archiv für Math. und Physik habe ich nun bewiesen, dass 


ZU v a u v' 
sin , c08 , €08,, — sin , sin, c08 , C08 5 


En _ m. 


m'n’ — mn 


4be 


Z 


— sin - 


nz 


ist; hier bedeutet « den zum Strahl m gehörigen Gentriwinkel, «’ den zum 
Gegenstrahl m gehörigen, natürlich überstumpfen Winkel; v und v’ beziehen 
sich auf n. 

Nun geht der Ausdruck mn — mn aus mn —mn dadurch hervor, dass 
man den Gegenstrahl m in m verwandelt, den Strahl m in den Gegen- 
strahl m’, dadurch geht « in « und « in 4 R-+1u über; also ist 


mn — m'n Bat ni ee ae v' 
.- IE = — 31n > sın > COS 5 COS > —- si > in > COS > COS 5 
folglich 
BE. B >, v % w ur.» v' 
— sin — 608 —- sin — 608 - sin — 608 -— sin —. COS 
mn’ — mn 2 2 2 2 2 2 2 2 
mn — mn  . wW.vV u» nr DE DOOE SEHE ; 
sin sin z 008, 008 5, — sin., sin 5 008.5 0085 
Nürzt man den Bruch rechts mit 
! ! 
ee . I 
sim > sım > COS > COS DR) 
so entsteht 
L v 
RR [g — 
2 20 
z 4 
u’ v 
’ ’ tg .) [ig 
mn’ — mn Z 2 
m'n’ — mn ER 
go 185 
I 
u v 
g 5 g5 


u . \ u u # di “ 3} * A AR 
Da tg ,„ =izsn(K+u) und tg = izsn(K-HiK + u) Ist, so Ist 
' 
se ee 
steis Ig , 1g = — 8%. 


Deshalb erhalten wir 


zsn(u+p)sn(u—v) = 
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Setzt man jetzt 


u i j p 
gg — =Vx1ig 


y id 
5 und te — = Yxtg 


| 2 l 

d. h. sieht man den gegebenen Kreis mit den Winkeln « und v als eine 
durch eine Landensche "Transformation entstandene Abbildung eines anderen 
Kreises an, dessen Variablen x, und », und dessen Modul A sei, so 
erhält man 


i a i N p - G ı/ 
„sn(u +Pv)sn(u, —-v,) = Tg a to 
oder 
u) 
- COS 
l+Asn(u ro)sn(u—v) 2 
1—Asn(u +v)sn(u—o,) os 4 
en ) 
da nach $ 1 
| G l 
COS y ; dnv und COS 4 = —, dnu 
Z # Z % 


ist, so erhält man schliesslich 


l+Asn(u +e)sn(u —v,) dn® 


1—Asn(u +o)sn(u —v,) Anu 


Diese Formel ist ein allgemeiner Ausdruck der Landenschen 'T[rans- 
formation, der die vorher entwickelten Formen als Speeialfälle in sich 
enthält. Man hat nur o=(0 und v», = zu setzen oder e=K und e, =/, 
um diese speciellen Ausdrücke zu gewinnen. 


UR 


4. 


Die Darstellung der elliptischen Funcetionen am 4Apollonischen Kreise und die Verwandtschaft 


der verschiedenen Darstellungen unter einander. 
1:7 A 
der Peripherie gelte. Dann ist sin? =x sine. Setzt man 


Der Kreis O habe die Eigenschaft, dass z für jeden Punkt 


Bis da 
/ / "rg ö u, 
& yl—x’sin’« 
also « = amu, so lassen sich alle Dreiecksgrössen durch die Variable « 
ausdrücken; und zwar ist sin @ = snu; cos « = enu; tg «a = Inu; sin = zsnu: 


Ä zsnu . ; 
cos P = dnu: tg = in, ein y= sin a c08 P+sin ß eos a = snu(dnu+zsnu):; 
dnu 


24* 
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csın & Ei ne; 
= = (dnu—zenu): b = nn: (dnu—zenu) u. s. w. Punkt €’ hat 
sın y ; 


offenbar die Coordinate 2K—x, der Punkt senkrecht über A ist demnach 
. » . c 2 
bestimmt durch 2= K. BC =a ist gleich „; (dnu+zenu); für CT ist 


u 2K-+r, 


Dir; 
rn 
Bann. 
AB 4 Wi 
L; a F m 2 
= br I B Bi. un De 
7 be De 
I 
F / 
(7 2 er 
4C ' Re: 2cx ; 
also b’ = ",,(dnu+zenun). Demnach ist b5+5b = 5; dnu, d.h. die Sehne 
gen % 


CC" ist proportional dnu. Bezeiechnen wir die CGoordinate von C nach der 
ersten Darstellung mit v, so ist b= (OC—-OA)snev, also db = (0C—-0A) 


. . “c 
env dnv dv, andererseits Ist db = Zi; su (dnu—-zenu) du = zbsnudu; also 


envdnvdv 
(OC—-OA) envdnvdv = zbsnudu oder - = zsnudu; nun ist zu be- 


snv 


%es . . OC— OA 1L-— 
7717 43 Ass r N | » Ss \ "E1SAATS > ER 
merken, dass der Modul für die erste Kreisdarstellung OCH04 "in; 
+%) envdnv 


ii id WE a 
daher ist sin CAD = "\ ‚ andererseits sin CAD = snu, folglich 


2% sn® 
. (1 - x) . np . . 
de =i „da; die Differentialgleichung 
dy +8) dx 


\ 


- :=i — ——  —— 
‚Y1-y). A—Üy) * VM-e)).(1-r’2°)' 


) l—x. . n.:08 
in welcher =, ist, wird also befriedigt durch 
" 


l 


eG 


(Vl-z 2° —z/1l- er). 
X 


ei > h (1-+x 
Da für a= 0 v=|L sein muss, so ISt v = L-+:° 2 


“u. Aus der Gleichung 
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.(1+x | 
sn(L +i\ = u)= (dnu—zenu) ist leicht zu erkennen, dass / 
| 2 — x 
und der andere Periodieitätsmodul Z = (1+z)K sein muss. Im Grunde 


genommen haben wir es hier mit der in den ersten Paragraphen aus- 
e 


geführten Zandenschen Transformation zu thun. Setzt man nämlich für u 
d 2 äh R cent | dnu x 
ui und z für z, so erhält man ‚und da Ydn’u—-z zenu 
dnv l—x enu 
ist, so ist schliesslich 
env 1 -+x „/duu—x' 
dnv l x dnu-+z' 


Auch die Darstellung, welche Halphken in seinem „Traite des fonetions 
elliptiques“* zur Definition und zum Nachweis der ersten Eigenschaften der 
elliptischen Funectionen gegeben hat, wurzelt in der Darstellung am 
Apollonischen Kreise. Wir haben nämlich gesehen, dass die Sehne CC’ 
BC 
Sehnen einen hadiusvector umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus 


proportional dnu nach dem Modul -z Ist. Trägt man nun auf allen 


der Sehne ab, so ist natürlich das Segment FAE proportional 


F de 


ı l—x’sin’a 


u 


7T . . . . r» TR . 
It «© = ,, so ist dureh die Integration ein Viertel der ganzen Fläche erreicht 


5 


entsprechend der Bemerkung, dass der Punkt senkrecht über A die Coordinate 


L . 2 
a; dies erklärt 


a=K hat. bei Halphen heisst an dieser Stelle die Coordinate 


sich daraus: Ebenso wie « eine Function des Seetors ist, und zwar. wie wir 
wissen, eine Sinusamplitude, so ist auch der Uentriwinkel z in irgend einer 


oe, Nun besteht aber bekanntlieh zwischen 


Weise von dem Sector abhängig 


z und « die Relation 


l-+x 1 ) 1; 
u da g* dy 


u : | 1—x'sin’« | Y1—x° sin’y 


- * K ” y . 
in welcher sin (a —2z7) = zsine und 2, = ist. Es ist also % dem 
—- x 


Charakter nach dieselbe Funetion wie « nur nach einem anderen Modul. 
Es kann also-nieht Wunder nehmen, wenn % die Merkmale der Sinus- 


. . . r 7T . 
amplitude besitzt. Da erst dem Winkel «= n der Werth x = , entspricht, 
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so kann die Symmetrie der Curve besser ausgenützt werden, als beim 
Apollonischen Kreise. 

Will man direct von der Kreisdarstellung zur Halphenschen Construction 
übergehen, so beachte man Folgendes: es ist 





AC = VYOO’+04?—20C-04A cos 2% = V(OC+0OAY”—40C:0 A cos’ z, 


r "_rnr i Ey .,0C-0A_ BR er 
also AC= (0C+0A)Y1-z° cos’x, wo unter 2 50 WA verstehen ist. 


er dw ur 


- Y1—x' sin’ w 


Setzt man = R—w und 


also w = ame, 80 ist AU = (ÖC+OA)dn (v, x); andererseits 
AC = (OC-OA)sn (u, 7), 
also 
sn (u,x) = dn (v, #): 


daraus ergiebt sich » = iw+ const. 








The Riemann-Roch Theorem and the Independence 
of the Conditions of Adjointness in the case of 
a curve for which the tangents at the multiple 


points are distinet from one another. 
(By Mr. J. C. Fields at Hamilton). 


81. 


I. a paper which I have recently sent to the Acta Mathematica 
for publication I have given proofs of the Riemann-Roch theorem and ot 
the independence of the conditions of adjointness for a curve in which the 
singularities were simplified as far as possible. In the present paper |] 
extend the methods there employed to ceurves which are somewhat more 
general in their character, and in a subsequent paper | may say that | 
propose to establish the theorems here in question and other theorems in 
the theory of the algebraie functions, by other and more powerful methods 
which I have in my possession and which enable me to dispense with all 
simplifieations of the fundamental ceurve and to treat it direetly however 
complicated its singularities may be. Let 

(1.) F(z2,u) = 3&e,,3’u‘ = 0 
be the equation to an irredueible algebraie eurve of degree n. [he form 
of this equation we shall suppose to be such that the tangents at the 
multiple points are distinet from one another and that these points are not 
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at the same time branch points and further we shall assume that no line 
parallel to the axis of « includes more than one point of the nature of a 
branch or multiple point, also that the asymptotes are all distinet from one 
another and none of them parallel to the axis of « and no two parallel 
to each other, 

The variable « we shall regard throughout as the dependent variable. 
The eoeffieient e,, of «* will on the above hypotheses have a value different 
from 0. 


$ 2. 


Any rational function R(z,u) we know may be expressed in the form 


(2). Rau) = ER, ( ‚u)+R,@, w) 


1 ur | 
where R,(-— »®) denotes a polynomial in (5) and R,(z2,u) a poly- 


nomial in (z,u), the degrees of these polynomials in the variable x not 
being greater than n—1. 

In this form we shall now attempt to express the most general 
rational function which becomes infinite only at oo. If the function R(z,«) 
is to be finite for a value z = a, the corresponding element 


R(2—.,»%) 


on the right of (2.) must also be finite for this value of the variable. 
Now a fraetional form 

yılu) 

R—d} 
in which the numerator g;(w) is a polynomial in « of dregree n—1 must 
evidently become infinite for at least one of the » branches of the curve 
corresponding to the value z=a, if to this value of z correspond n 
different values of «. In our element above we may therefore assume that 
z=oa, is a value of z to which correspond less than » different values 
of u. To the value z=a, then, among other points, will correspond a 
branch point or a multiple point of our curve. 


Suppose in the first place that we have to do with the case of a 
branch point (a,, 5,) to which corresponds a cycle of v branches. The 
equations to the » branches in question will have the forms 
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(3.) 





u—b, = as, (2--a,) 


+ 
i 


" roots of unity, and where we have «+0 since 


where &, &...e, are the v' 
by hypothesis our branch point is not at the same time to be a multiple 
point also. 

On indieating by 5}, bi ... b” the a—v values of a which besides 
the value « = b, correspond to the value z= a, we must evidently have 
the polynomial %Y,(«) divisible by the produet 

(4.) (u— b,)’ (u— b\) ... (u— bY”’) 
if the fractional form in which it appears above is to be finite for all the 
branches corresponding to the value z=«,. This however is impossible 
as n is the degree in # of the product here in question whereas the poly- 
nomial %,(u) only has the degree »—1. 

A fractional form of the type 

yılu) 

— 0; 
which does not become infinite for any of the branches of our eurve 
eorresponding to the value z=a, does not exist therefore in the case 
where one of the points corresponding to this value of the variable is a 
branch point and an element corresponding to such value of the variable 
will eonsequently not present itself in the summation on the richt of (2.) 


above in the case of the type of function we are considering. 


The most general rational funetion which becomes infinite only at » 
must therefore evidently have the form 


. 7 / 
r ‚ DB Pe 
(9.) Z,R, B a R,(z, u 


where the summation is supposed to be extended only to those values 
3 = a, to which correspond multiple points. That an element corresponding 
to each multiple point actually presents itself in the summation may readily 
be shewn, and we shall now try to obtain a more preeise form for the 
element corresponding to a given multiple point. 
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83. 


Suppose (a, b,) to be a multiple point of order ce. The 6 corre- 
sponding tangents, in accord with our original hypothesis, will all be distinet 
from one another. 'T'he corresponding element in the above summation 
may then be written in the form 

e | p(z,u 

(6.) R(—,u)=£ en 
where g(z, «) is a polynomial in (z,«) which is not divisible by z—a, and 
whose degrees in z and v» are s—1 and n—1 respectively, and where we 
still have to determine the value of s and the more precise form of the 
numerator (2, u). 

On arranging Y(z,u) according to powers of z—a, and w—b, and 
colleeting terms of like degree together we may write the polynomial in 
the form 

p3,u) = tt" 
where a term ©, is homogeneous and of degree r in 3—a, and u—b. Our 
fraetional element will then have the form 


R ( I u) EP +++ °- 
2 —qa,' (2— a,)' 
and this must be finite for all the branches corresponding to the value 
= 4. 

Suppose if possible that we have k<s. In order that our fractional 
form should not become infinite for any of the o branches corresponding 
to the multiple point it will evidently be necessary that », be equal to 0 
to the order k+1 at least for each one of these branches. 

On writing for brevity 


we mav put ©, into the form 


e, = (3—a,) i (m) 
where £(m) is a polynomial in m of degree A. 

In order that vo, may vanish to the order k+1 for each of the o 
branches corresponding to the multiple point then it is necessary that 


!(m) should vanish to the order 1 at least for each of these branches. 


Now on indicating by m, ms, ...,m, the values of corresponding 


u 
dz 
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to the a branches of the eurve through the multiple point it will follow 
from the above that we must have 


nm) = 0 Ka)=0V,..Km)=d. 


And as !(m) is of the degree k at most in m it is evident that we must 
have ko since by our original hypothesis in regard to the tangents at 
a multiple point the quantities m,, m,, ...m, are all different from one another, 
On the hypothesis then that we have k<Zs it follows that we must 
at the same time have ko, 
We derive therefrom that we must either have k=s or s >h 0. 
On the other hand we may write our fractional element in the form 


m\ e;% bu) +(2—a,)p,(z, u) 
.) R,\ “ u f “ - 
\:—' - (3 — a; )’ 


where the polynomial w(u) takes account of all those terms in g(z, «) which 
are not divisible by 2—a. 

Since in p(z,«u) arranged according to powers of z-a, and u—b 
terms of order lower than < do not appear it is also evident that in ıw(w) 
arranged according to powers of «—b, terms of order lower than #2 do not 
appear. 

It follows therefore that w(w) is divisible by (wu—5,)*. On the other 
hand however w(w) cannot be divisible by a power of «—Öb, higher than 
(u—b,)’' for its degree in is n—1 and it must be divisible by the n—o 
other factors «—b corresponding to the value z= a, if the numerator in 
the expression on the right of (7.) is to have a zero for each of the n 
branches corresponding to this value of the variable. 

It follows then that we must have = 0—1. 

This however exeludes the latter of the two alternative inequalities 
»>s and s>zx> 0 obtained in the foregoing and we arrive at the result 
expressed in the inequality 

3 < 0-1, 


In our element as expressed in (6.) then the exponent s in the 
denominator is — o—1 on the hypothesis that the numerator g(z, «) is not 
divisible by 2 — a. 

On removing this strieture on the numerator we may evidently take 
s=0-—l and write our element in the form 








(9. 








184 Fields, The Riemann-Roch Theorem and the conditions of adjointness. 


(8.) R(. | u) 6 = (z, u) 


_ ' (—a,)1? 
where $ (z,u) is a polynomial in (z,u) of degrees o—2 and »—1 in z and u 
respectively and where it may or may not happen to be divisible by z—a, 


so far as we have yet decided. 


Ss 4. 

We have now to determine more preeisely the form of the element 
in (8.) in order that it may be finite for all the branches of our eurve 
corresponding to the value 3=a,. For this it is necessary and suffieient 
that the numerator  (z,u) should become zero to the order o—1 for each 
of these branches. 'T'he number of conditions which this will impose upon 
the coefficients of p (z,u) we shall shew to be »n(o—1)—40(o—1). That 
their number does not fall short of this figure we may prove as follows. 

On dropping the suffix / in a, for convenience and on representing 
our original equation in the form 








(u—b—m,, (2—-a)— m,,(2—a) —— Mm, (3 — 0) — +.) 
(u—b—-m,, (2-0)— m,,(2—a) —-—m ,.n(2-a)"— 
(u—b—m,.(3-a)— m,:(3—a) —-—m,,_.(3—a)"—::-) 
) 0=F(s,u)= (u—b,.1—-M.41.1(3-a)—m,;12(2-0) — 
N (3—- a)“ ze) 
(u—b,—m,., (2-—a)— m,:(2-a) — "—m,,..(3—a) —) 
we shall consider a produet of a—1 factors 
(u I — 1, -a)— 1:(3 a) —— W,_.(3-—a) *) 
(u; — 118 -0)— 132 (8-0) —— U,..(8- a)’“) 
cz 3 Sr a © . nn oo u, er 2 — a) > 
10) ee (0-0) ) 
(u— Par Ur (3 -a) Ur 2(3— a) Fa — Usr1,0—2 (2— a)“ ) 
(u—-ß, — u,ı(3-a)— U,.(3—- 4) — u,._,(3— 0) ") 


where the constants $ and the coefficients uw are as yet undetermined. 
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This product represents a polynomial in (z, u) of degree n—1 in «. 
For arbitrary values of the constants 9 this polynomial will evidently not 
be zero for any of the » branches of our curve in (9.). By assigning de- 
finite values to these constants and to certain of the coeffieients w however 
and that successively in a certain definite order, we shall now attempt to 
build up a produet which becomes zero to the order o— 1 at least for each 
of the » branches here in question. 

Namely to the quantities 


P; ib, it, ... BE RE 
A} 
[73 U;; H;; u. U; ,_3; 
> 
Pos—ı H,_ı15 
> 
(Fo 
.’ 
Ho+i Hozı,ı Hgyrı,z Te Hozı 
. 
a 
In U, Us nz HU, o—?3 


we shall assign successively the corresponding values in the system 


b m,, Mm,; ea B 

b Mm;; IM ;; Br IM; .-3: 

b Bi 

b. 

Dar M 4,1 M +12 nn - Mo+1,. 
b, m, Mm; 2 Bo 


the order in which we assume these values to be assigned being that from 
left to right along each horizontal row in succession beginning with the 
topmost. 

Calling the branches of our eurve in the order in which they oceur 
in the equation (9.) the first, second ...n® branch we see that the values 
in the n—1 rows above correspond respectively to the second, third ... n“ 
branch and we see further that each successive value assigned in a given 
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row increases by 1 the order to which the product rn (z, u) becomes zero 
for the corresponding branch, the number of values in the row being just 
sufficient to bring the order of the zero up to o—1. It is immaterial for 
our purpose that the order of this zero may happen to be increased after- 
wards in assigning the values in the following rows corresponding to the 
other branches. Also it will be observed that in assigning b as the first 
value in each of the first o—1 rows we have ineidentally provided for a 
zero of order o—1 corresponding to the first branch, to which in our system 
of n—1 rows no special row has been assigned. 

The number of the constants # and coefficients « whose values we 
have assigned in the product (10.) is evidently Fo(o—1)+(n—0o)(o—1) 
and in the order in which they have been assigned each one of these values 
has furnished our produet with an additional one at least of the aggregate 
of n(o—1) zeros which it was to possess. 

Now the produet z (z,u) represents a polynomial in (z, «) of degree 
n—1 in « and it therefore evidently follows from the above that in the 
case of an arbitrary polynomial o (z,«) in (z,«) of degree n—1 in w, that 
its coeffieients must be subjected to at least 4 o(o—1)+(n—o0)(o—1) inde- 
pendent conditions if it is to possess a zero of order o—1 corresponding to 
ach of the » branches. 

These conditions will not of course affeet the coefficients of terms 
which are divisible by (3—a)’”' and we conclude therefore that in a poly- 
nomial g(z,u) of degrees o—2 and n—1 in z and « respectively which is 
zero to the order o—1 for each of the n branches, the eoefficients must be 
subjeet to at least a (o—1)—-40(0—1) independent conditions. Now the 
total number of terms in the most general polynomial of degrees o—2 and 
n—1 in z and a respectively is »(o—1) and it follows therefore that in 
the most general polynomial of this character which possesses a zero of 
order o—1 corresponding to each of the » branches the number of the ar- 
bitrary eoeffiecients cannot be greater than 40 (0—1). 


89. 

Returning now to the element in (8.), we have just shewn that 
the numerator  (z, u) cannot involve more than 40(0—1) arbitrary coefü- 
cients and we shall now see that it does involve this many arbitrary 
coefficients. 





RE 





(12. 
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The funetion 
F (a, u) 
(2 — a) (u—b) 
is evidently finite for all the branches corresponding to the value 3=.a and 
this we may shew to be true also of the 40(0—1) functions 
[CAIEA REICH 
08’ ‘on (»—$)(u—n)- | 
san 

Less accurately but more briefly we shall indieate these functions 

by the notation 


IV/ON\ F (a, u) 
11.) Ar = 
( , (3 (35) (z—a)(u—b) | 
We have 


l / Ö )( Ö En F (a, u) 


r!s! \8a/ \öb a) (u —b) 


\ | ! | DE „7 N a \ +} 
F(a, u) + AS —a)F,(a,u) + zei — a)’F,(a,u) + --- 4 (3—u) Fy (a,u) 
aa) Fa | u 


(2 — a)t!'(u—b)‘*! 


rw (z—a)*? F‘ ') (a,u) +. = z—a)"Fı" (a, u) 


1 . 
Be Fu = r+1 (7 H1) . 
Fri ay+!F, (a,u) + - 





1 
(z— ayt!(u— by 


and in this form it is evident that the function is finite not only for the 
branches passing through the multiple point but also for the remaining 
branches corresponding to the value 3=a. From the former of the two 
forms on the right we see too that our function is of the type 

p(z,u) 

(z—a)'t!!’ 
where p (z, u) is a polynomial in (z, «), for the funetions 

F(a,u), F,(a,u), ..., FV’(a, u) 
are all divisible by («—5)'*'" on our hypothesis that we have r+s = 0-2, 
Also the numerator  (z, u) evidently involves z to a power lower than that 
in the denominator. 
That the 4„0(0o—1) functions (11.) are linearly independent of one 

another we may readily shew. Construet namely a funetion 


a 


0 fe) a 


cb’ (z—-a) (u—b) 
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which is linear in all those ones of our 40(o—1) functions which involve 
s—a to the same power (z3—a)’*' in their denominators when represented 


in the fraetional form. 


On so representing the several elements in the summation our funetion 
will assume the form 


ae PIC Year 

ii 9 (3,U) +95) ++ Co-r-2 Po-r—2 (2, U) 
(3— a)'t' u 

where in the polynomials 9, (2,%), 1 (2,%)...,_, 2 (3, %) the terms which 

involve # to the highest powers are evidently independent of z and where 

the highest powers in question are different from one another for the several 

as we see on inspecting the elements of the summation 


Fa 
u 
su 





polynomials, being, 


on the left, w""",u"°,..., „++! respectively. 

From this it is plain that the numerator in the funetion on the right 
of (15.) cannot be divisible by 3—a unless the coefficients e all have the 
value 0 and it follows as a consequence that there can be no linear rela- 
tion with constant coeffiecients connecting a function of this type correspon- 
ding to a given value of r with any number of the functions (11.) in which 
r has a smaller value. 

The 40(o-—1) funetions (11.) then are all linearly independent of 
one another and we therefore have a funetion 


> 


AN BAM ; „ ( BIER F (a, u) 
Me) I) 


which involves 4 0(0o—1) arbitrary coeffieients e,, and in which the nume- 
rator p(z,u) is a polynomial in (z,«) of degrees o—2 and n—1 in 2 and u 
respectively. 

That the numerator (z,«a) is not in general divisible by 3—a is 
readily seen, for in the summation on the right the only element which 
involves (3—a)’ ' in its denominator is that corresponding to the values 
r=0-—-2,s=( namely the element 
2 gr F (a, u) 


C5-2,0 oa (2—.a) (u Ge b) 


from which it appears that the numerator in (14.) is only then divisible by 
z3—a when we give c,_.. the value 0, 
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The funetion (14.) is of the form (8.) and is finite for all the branches 
corresponding to the value 3=a. It is also the most general funetion of 
this type for it contains J o(o—1) arbitrary coefficients and we have seen 
that such a function cannot contain more than this number of arbitrary 
coefficients. 

An element of the summation in (5.) which eorresponds to a multiple 
point (a, b) of order o will then be of the form (14.), and the most general 
rational function of (z,«) which becomes infinite only at oo will evidently 
have the form 


m 5 "5, e en ) e2 ) F(auu) + R,(z,u), 
m 0 „bt \og, 0b,” (s«—-a,)(u—b,) . 
where the coefficients e,,, are arbitrarvy and where the summation with 
regard to / is supposed to extend to all the multiple points (a,, b,), the 
respective orders of these multiple points being represented by the several 
letters o,. 
On writing 
4-2 94-:—-2 


CO 


) DD Zu y >". ) 
Saeı. u 2 Or Be (3 ); 
we may briefly represent this function in the form 


. . F (a,, u) \ 
( nv,- di. (zZ 
(17.) 7: 2—a)(u—b) Aus, w), 


where it is to be remembered that y, is a symbolie operator depending 
linearly on 40,(0,—1) arbitrary constants. 


$ 6. 
If (a,b) be an ordinary point the function 
_ F(a, u) 
(z— a) (u—b) 


is finite excepting at oo and at the point (a,b) where it has an infinity of 
the first order. 
This is true also of a branch point, the infinity of the first order 
l 
here being that indieated by (s—a) ” in the ease where the eorresponding 
eyele consists of v branches. 
In the case of a multiple point (a,b) a function of the above form 
is infinite only at oo. We may however readily construct a funetion which 
Journal für Mathematik Bd. CXXIV. Heft 3. 26 








(19.) 
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becomes infinite to the first order for a given one of the o branches through 
the multiple point and is otherwise finite excepting at oo. 

Indieating the inclinations of the tangents to the several branches 
through (a,b) by m,,m»,...,m, and referring to the corresponding branches 
as the first, second ete. respectively, we shall shew that the funetion 

r) o—1 ’ 
(18.) €7 Ufer, 55) (2 - a b) 
is infinite to the first order for the <" branch through the multiple point 
and finite for the remaining a—1 branches corresponding to the value 3 = a. 

That it is finite for the a—o branches which do not pass througlı 
the multiple point is evident, for it may be expressed linearly in terms of 
a number of elements like that which appears on the left of formula (12.), 
excepting that here the sum of the exponents r and s is o—1. The element 
in (12.) however, no matter how large the exponents r and s may be, is 
finite for all the branches corresponding to the value 3 = a which do not 
pass through the multiple point, as we see on regarding the second expression 
on the right of this formula. 

T'o determine the character of our function for the branches passing 
through the multiple point we write 


| ö en F(a, u) 
( 


BR m 
o—1!\da ' "= 5b 





, , u 
I; (2 — ayt! (u— b)' 

Here in any element of the second summation on the right, we see that 
the several terms in the numerator are all divisible by the factor (u—5)’"‘ 
in the denominator and that these terms in fact are all zero to the order 


o for each of the branches through the multiple point. 

On dividing the numerator of the element through by (w—b5)’, it 
is evident that the element cannot become infinite to an order higher than 1 
for any of the branches through the multiple point. Our function (19.) 
then will not become infinite to an order higher than the first for any of 
the branches through the multiple point. Whether or not it does become 
infinite for a given one of these branches, will be determined by inspeetion 


3—a)(u—b) 
FR Pu se 3 Se rc, F(a, u) 
ST fo—1—ı! ‘da’ \ob/ (2— a) (u — b) 
ne En (a, u ö Fi’ (a,u 
FT an Fa, u) + Fi(a,u)(2—a)-+F, = (—- a)’ +. + . ) @-a)! 





whe 
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of the coeffiecient of (3—a)”" obtained on substituting for u its expression 
in terms of z derived from the equation 
u—-b=m(z—-a)+'- 
to the branch in question. 
This eoeffieient, as obtained from the second summation on the right 
of (19.), is evidently 


0 | f; F s.0 N u 1 F' 0 x go wu GG 
‘ A) v a,b f x U onf a,b m Mm, 
0) 0 8s!0—s! o s!o—s! m— m, 


r . . y ie { ON” / oO ’ v; 
where for brevity we employ the notation F}7” to denote (-— ) F(a, b). 





oa \0b/ 


T'he expression (20.) may further be put into the form 


ar 1 [. ei en 3 ’ | | le 76 | 
(21). Zug een — (m — m? )| fe tt En dr - m’ 
m m, mn m mM. 0 SO —S$! 
for 
', oO \e . 4 F. b y 0 
es +m-;) F(a,b) = 3. m i—-( 
oa ob’ . vo s!o—s! 
is the equation which determines the inclinations m,, m,, ..., My, .... m, of the 


tangents to the o branches through the multiple point. On substituting 
these inelinations in turn for m in the expression on the right of (21.) then 
we always obtain 0 excepting in the case m = m,, for which the expression 
evidently must have a value other than 0 since by our original hypothesis 
the tangents at the multiple point are all distinet from one another, In 
the development of the function (19.) corresponding to a given branch 
through the multiple point the coefficient of (3—a)” will or will not have 
the value 0 according as the branch in question is not or is the 2" branch. 
It follows therefore that our funetion (18.) is finite for all the branches 
eorresponding to the value z = a excepting for the 2" branch through the 
multiple point, and that for this branch it is infinite to the first order. That 
all its other infinities must be at »o is self-evident. 
With regard to this function it may also be remarked that we can 
write it in the form 
70-1 ? en Baus en a a 
(22.) (Gut m = re 35) ums 
and we are here at liberty to divide the numerator F(a,u)—F(a, b) through 
by the factor «—b before effecting the indieated operation. 
26* 
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In formulae (15.) and (17.) we have obtained a form of expression 
for the most general rational function of (z,u) which becomes infinite 
only at x. 

The summation with regard to / in these formulae extends to all 
the multiple points (a,, 5,) of our curve. The number of these multiple 
points we shail suppose to be d and the points themselves we shall indicate 
by (a, b,), (As, b2), ..., (@5, b3). 

We shall also write 


I 


(23.) d= 230 (0,—1) 


—_ 


where as before o, indicates the order of the multiple point (a, b5,), The 
aggregate number of arbitrary constant coefficients presenting themselves 
in the operators y, in the formula (17.) is then d. 


Indieating by (ay41, Ba41): (Asy42 Dara)ı ++, (Asrg Däro) any Q points of 
our eurve other than multiple points or points at », the most general 
rational function of (z,a) which is infinite to the first order at each of these 
points and elsewhere finite excepting at x, may evidently be expressed in 
the form 

S+9 1/ \ 

(24.) Z; Y, en u +7(z, u) 

where 7(z,«) is an arbitrary polynomial in (z,«) and where as before y, 
is a symbolic operator involving 40,(o,—1) arbitrary coeffieients if the 
eorresponding point (a,, 5,) be a multiple point, while in the case of an 
ordinary point or a branch point y, represents an arbitrary constant. For 
brevity and uniformity of language we shall speak of the operators y, with 
the understanding that the operator y, corresponding to other than a multiple 
point is simply a multiplying constant. 

The number of arbitrary constants involved in the d-+0 operators 
y, In the expression (24.) is d+Q. 

Suppose now that we try to construct a function which is finite at x 
and whose infinities, all of the first order, are included among those corre- 
sponding to the Q points (as; 541) --- (dar, Ds4,)- Our function, if it exist, 
must be of the form (24.) and our only task will be to determine under 
what conditions a function of this form will not become infinite at oo. 
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Suppose the direetions of the rn points at © on our curve to be 
given by the equations 


uU—a3—=N, ..., u—ı,3 =) 


where, in accord with our original hypothesis in regard to the asymptotes 
of the eurve, the » coefficients z all have different values. 


A homogeneous polynomial £(z,«) of degree n—1 in z and » will 
evidently become infinite to the order n—1 for one at least of the » branches 
at oo, as otherwise we should have 2" ""t(1,.)=0 for z=x,...,%, and, as 
the degree of the equation £(1,x)=0 in x is »n—1, this equation would be 
an identity and we should therefore also have £(z, «) = 0 identically. 

We derive thence that =’t(z,u) must be infinite to the order a+r—1 
for one at least of the branches at », and this is true whether r is posi- 
tive or negative. It follows further that a polynomial 7 (z,u) of degree 
n+r—1 must become infinite to the order a+r—1 for one at least of the 
branches at x, for the polynomial can evidently be written in the form 


t(z,u) = 2’t(z,u)+T(z,u), 


where the degree of 7 (z,«a) in (z,«u) is not greater than n+r—2. Now in 
the expression (24.) above, which is to remain finite for 3= , we see 
that the individual elements of the summation therein appearing cannot be- 
come infinite to an order greater than n—2 and that this therefore must 
also be the case for the polvnomial 7 (z, u). 

The function which we have to consider then may be written in 


the form 


d+0 F (a;, u) 
En i 4%) “ 
(25. Si Ni @_a)(u—b,) } 


T„_2(3, %), 


where in 7,_,(z,u) we employ the suffix n—2 to indicate the degree of 
the polynomial. 

We have to study the conditions under which the expression (25.) 
does not beeome infinite at x. 


8. 
From the equation to our eurve we have 
i . > e,,a, (u —b; 
F(a;,u) _ F(a,u)—F(a,b) = ( ) 
@—a)m—b)  (GB—a)u—b) 


" (— a; ) (u—b;) 
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This we may write in the form 


(r a) — (3—-a,)" r (1 s-2 BE 
(»—a,)(u—b;) 2-0)" Se,,a(W tu bt + 1) 











(26.) N 
. (2—a;) re 1q,, b, 1, u", 
where 
s—1 9) 
(27.) U von TE u ED Er de 
= =) x 
We shall then have 
_Fla,u) 
(2 —a,)(u—b;) 
si ai a | n Pe 
(28.) Lz + 2? r 2° AR al r 32? (3—a,) 2 11, Bien 
1 a a; a; E 6 n—$ 
12484 94.49) fa, bh + Po), 





where P,(z, wu) is a rational function of (z,«) which is finite for = «x. 
This we may evidently further reduce to the form 


F 1 n—2 n—s—] ur en — 
129.) en - < a 1a,,b,,,3" u +P, u), 


1 
where P, (z,u) is a rational function of (z,«) which is finite for z = . 
For the summation in (25.) we shall then have 


ö+Q F (a; u) d+Q n—2 n—s—] : 
EN art Ey 1a,b,),2 "u" + P(z,u) 





(30.) 


—2 n—s—]1 


= =: S Cr. 3 W""+Pl(z,uw), 





where P (z,u) is a rational function of (z,«) which is finite for 3= oo and 
where for the eoeffieients e we have 
ö+Q 
(31.) I -or,n a PN Yı a la;, b,};- 
N 
For the suffixes of the coefficients ce here it is convenient to select 
the sum of the exponents of z and « and the exponent of « respectively. 
On writing 


’ ö+Q h 
(32.) = Zi yıaı bi 
it is readily seen that we have 

s—1 [7 


(33.) Cn-—r,n-s a zo er © ,,n—o Yr—1+0,s-1-0° 
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Since the exponents of z which appear in the summations on the 
right of (30.) are all negative, whereas in the polynomial 7,_,(2,«) in (25.) 
no such exponents make their appearance, it will not be inconsistent with 
the notation employed above if we write 


(34.) In - (3, u) N 2; 2; C, Ir,n—s & u 
Combining (30.) and (34.) we have 
340 F (a,, u) 


2_ ‚(z u) ern A - ı 
es. 2 di (?—a,)(u—b,) 


in — 1 
. u R 4 ww, Ce a Z ö 7 = P { 
l | 


Fu 
wi 
ey 

NP, 

I) 
I} 
IV 
- 
nr 


u 


LA 





— } N etc t+Plen. 
| -$ 


This again we may write in the form 
+0 F(a,.u) 3 
36.) 1Y > a +1. ,.(3,W)= 3.3’. (3.W)+c,„+P(s,.#). 
/ Si 2 (»—a,)(u—b;) ee Pu \ 


where 


is a homogeneous polynomial in (z,u) of degree n—]. 

Now if the expression (36.) is not to become infinite at © for any 
of the » branches the polynomials p (z,«) must all vanish identically, as 
otherwise the expression would be infinite to the order n—-r—1 for some 
one at least of these branches in case p, (z,«) be the first of these poly- 
nomials which does not vanish identically. 

Apart from c,, then the coefficients e on the right of (35.) must all 
have the value 0. These coefficients however include among them the 
coefficients of the polynomial 7,_,(3,%) and this polynomial therefore must 
reduce to the constant c,.. 

Our expression on the left of (35.) and (36.) will then take the form 


IHR F (a,, u) 
(37.) <; Yi (— a;,) (u—b;) 7 Ci, 
89. 


T'he coefficients e, ‚,.,„_, of T,_,(z,u) are evidently those in which 
the first suffix is equal to or greater than the second. The remaining 
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coefficients c, in (35.) namely 


—s H+r,n—8 
C„ —ı,n—l 


0-3, n—1 Cn-3, n—? 


(38.) 





C,n—ı Cın-2 R ’ f C,2 
are those in which the first suffix is less than the second. 


These L(a—1)(n—2) coefficients as we have just seen must also 
all have the value 0. To each one of them corresponds an equation of 
the type given in (33.) and the system of 4(a—1)(n-—2) equations of this 
type will be obtained on giving to r and s respectively in (33.) the values 

(39.) r=1,.2,..,n—-s—-1l;s=1,2,..,n—2. 

This system of equations we shall attempt to satisfy by a proper 
choice of the quantities y;, on the right. 

T'he number of these quantities which present themselves in the 
4 (n—1) (n—2) equations is just equal to the number of the equations as 
we may readily shew. Namely the maximum sum of the suffixes i and z 
in the quantities y,, appearing in the summation on the right of (33) is 
equal to r+s—2. Also from (39.) we see that r+s— 2 cannot exceed 2 —3 
in value. It follows therefore that the sum of the suffixes in the quantities 
Y;„ which appear in our equations is in no case greater than n—9. 


Now the number of possible pairs of integers (#,x) whose sum is 
equal to or less than n—3 is readily seen to be 4 (n—1)(»—2), and that 
all the 4 (n —1) (n»—2) corresponding quantities Y,, actually present them- 
selves in our system of equations is immediately apparent, for in fact each 
one of them appears in some one of the equations (33.) with e,, as coeffi- 
eient, as we see on substituting for (r,s) in the term &,,Y%,_.,..ı corresponding 
to the values og = (0, co =( the several pairs of values furnished by (39.). 


The number of the quantities Y,, which present themselves in the 
system of equations (33.) is then equal to 4(»a—1)(n—2), that is it is Just 
equal to the number of these equations. 

From the equations (33.) we shall now seek to determine the 
quantities y,, on substituting for the quantities c„_,4,.._, their value 0. 


For this purpose we shall write our equations in the form 





(40 ) ) Ü = e,, n Yr—1,s—1 + E,n—ı Yar-art E,n—2 Yr-+i, + er 
Sr 
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ey +6,_., n—s+?2 Yr+s-3,1+ e,—1,n-s+1 Vu Tt I PETE 


where evidently Z',_,.-, involves only those quantities y,, in which the sum 


of the suffixes is less than r +s—2. 


The number of equations of the type (40.) in which the sum of the 
suffixes of the quantities y,, in evidence on the right has a given value 
r+s—2=r is c+l, and these z-+1 equations we shall group together and 


eonsider in the form 


| em Yo, + &ı.a-ı Yır-ıt &a-2 Yar-2t+ 
+4 dr ten Yu — Tun 
es Yır-ı FT Au-ı Y2ı-2Tt 
+ +&,_.0-7H Ir t&-1.—:41 Yu > FR 
(41) Fe ZEN, a 
+ 0-4 Y-11T3 &-20-142 Yo = N; 1-24 
Eva Yı-ııt ea Yr, = — E, -1,09 
| Eu,n ru = — lo 





Suppose now that the quantities y,, in which the sum of the suffixes is 
less than z are all equal to 0. T’he same will then evidently also be true of the 
quantities /'on the right of the equations (41.), for they are linear and homo- 


geneous in the quantities Y,, the sum of whose suffixes is less than 
The equations (41.) then become 


Eu,n Yo, +6, .-ı Yıı-ıt &n-.2 Yır-ıt RR 
Eon RER OR Yıı-t ss 


(42.) } &unY2ı-.t 
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_/? 


u; Penner ZUR, 0) OREE Yr,, = V, 
+e&,._22.—:22 Yı-ı,ı Pi Yu, = 0, 


rt m Yı-ııT7 © -2,n=-1+2 /r,0 7 v, 


Eun Yr-ı,ıTr Eı,n-ı Yr,u = 0, 


eu, n Yr.0 su 0. 
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Here the determinant of the coefficients is different from 0 and it 
follows hence that the quantities Yu, Yır-ıy «+, must all have the value 0. 

If then the quantities y,, in which the sum of the suffixes is less 
than x all have the value O this will be so in the case of those quantities 
also in which the sum of the suffixes is equal to . 

Now in the case z=0 the system of equations (41.) reduces to the 
single equation 

Een Yon = a1 =), 

we therefore have Y,. = 0 and it follows thence by our inductive reasoning 
above that the quantities 4,, and y,, corresponding to the case = 1 must 
also have the value O0, and by successive induction we see that the quan- 
tities y,, for which 7 = i+x has one of the values 2,3...n—3 must all be 
equal to 0. 

Substituting 0 then for all the 4 (a—1)(n—2) quantities y,;, in the 
system of equations (32.) we obtain the system of equations 

d+Q ; 
(43.) <ı Yı a b; —=( (+2 =0,1,2,...,n—3.) 

Any function then whose infinities correspond to ones among the 
0 points (ayy1 Dar) +++, (34 ds;0) and are of the first order only, must be 
of the form (37.) and its operating coefficients y, must satisfy the con- 
ditions implied in the system of 4 (a—1)(n—2) equations (43.). 

Conversely if this system of equations can be satisfied by certain 
operators y, not all of which are 0, a function of the contemplated character 
other than a constant exists. For a function of the type (37.) constructed 
with the operators y, in question and reduced to the form on the right of 
(36.) will evidently, by virtue of the equations (32.) and (33.) have all its 
coefficients e with the exception of c,, equal to O0 and will therefore be 
finite for 3= oo. Its infinities will eonsequently all be ineluded under those 
corresponding to the Q points (as 1 Dar1); +++, (Ay4g Daro)- 


$ 10. 
We shall now take up the study of our equations (43.) more in 


detail, and in the first place we shall consider the case QO =. 
In this case our equations become | 


Ö | 
(44.) Zr yıa,bi = 0 G+x%=0,1,2,...,n-3). 
1 
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Here the points (a,, b,)... (a5, b;) are the multiple points of our ceurve 
and the satisfaction of this system of equations by operators y, which are 
not all OÖ would imply the existence of a function of the form (37.) other 
than c,, itself and therefore evidently other than a constant, which at the 
same time is nowhere infinite. "This however as we know is impossible, for 
an algebraie function must either be a constant or must somewhere be- 
come infinite. 

It follows therefore that the system of equations (44.) can only be 
satisfied when all the operators y, reduce to 0, or in other words when all 
the coefficients ce in the operators 


0; 2 


ya ER en 
Nn= 2 2% la): 


T 
have the value 0. 

This proves that the conditions for adjointness are independent of 
one another. The conditions for adjointness namely are the conditions which 
must be satisfied by the coeffieients ?,, in the equation to a curve 


#) j z 1 
.„s;—wv=®Q 


(45.) Pi 


ı,. 


in order that it may possess as multiple points of the orders 
o—1l, A 1 ... (= I 


respectively the points (a,, b,), (a, b3), ..., (a5, b,) which on the original curve 


are multiple points of the orders o,,0;,...,05, and these conditions in the 
) 
case of a curve of degree n—5 are given by the d= 8,10, (0,—1) 


ß 7 
l 


equations 
/ Oo r oO $ | 
46. Fr ) (> ) Sy a a' h* in () Su: ESG y 


and these equations in the quantities /,, are evidently linearly independent 
of one another since, as we have seen, the system of equations (44.) can 
only be satisfied when the operators y, all reduce to 0, 

Since the d conditions of adjointness are independent of one another 
in the case of a curve of degree a—3 they will also be independent of one 
another in the case of a curve whose degree is greater than n—3. 

On defining the genus of a curve as the number of linearly inde- 
pendent adjoint functions of degree »n—3 and on indicating this number by 
the letter » we shall have from the above 
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p= !(n—1) (n—-2)—d. 
We shall now consider the equations (43.) in the case where we 


have 0>0. These equations will or will not be satisfied by values for 
the quantities y, not all of which are 0 according as the Q equations 


(47.) B; Pix a; b} .. 0 (i=d+1,d+2,..., d+Q,) 


i+z _n —j3 


in the quantities /,, are not or are linearly independent of one another and 
of the d equations (46.). 


That these d+Q equations are linearly independent of one another 
for an arbitrary set of Q points (a5, 1, 541) --+, (@y4g, Dy+o) 18 evident so long 
as we have QO<p, for the number d+Q of the equations is then 

<$(a-1) m-2) 

the number of the coefficients /,,. Im this case then it follows that the 
operators y, in the form (37.) must all reduce to 0 and consequently that 
it is impossible to construct a rational function of z,„ other than a con- 
stant whose infinities, all of the first order, correspond to ones among the Q 
arbitrary points (as; Dar) +.) (A549, D540). It might be possible however to 
construet such 'a function for a special set of Q points, and in the case 
0 =p if (ay,1, bar), --»; (Gyr, ds;,) be such a special set of points it is evi- 
dent that they will lie on an adjoint curve of degree n—3. 


In the case where we have OZSp+1 it is always possible to satisfy 
the equations (43.) by operators y, not all of which reduce to 0, for in 
this case the d+( quantities involved in these operators are in excess of 
the number of the equations. It is therefore aiways possible to construct a 
rational funetion whose infinities are included under an arbitrary set of p+1 
infinities. 

The strength of a system Q points (ay41, Dar), +++, (@yra, Dara) In de- 
termining an adjoint curve of degree n—3 is defined as the number g of 
eonditions to which the coefficients of the general adjoint curve of degree 
n—3 must be subjected in order that it may pass through these Q points. 
The strength of any system of points cannot be greater than p, for this is 
the number of arbitrary coefficients involved in the expression of the general 
adjoint curve of degree a—3. In our system of equations (43.) we see that 
the number of arbitrary quantities involved in the operators y, in the most 
general system of solutions of these equations is in all cases equal to Q—q, 
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the number namely of the Q equations (47.) taken in any given order which 
are dependent on the equations preceding them in this order and on the 
equations (46.).. 'T'he number of arbitrary coefficients then, including the 
constant term, involved in the expression of the most general rational 
funetion whose infinities are included under a certain set of Q infinities, is 
0—-gq+1 where g is the strength of the set of Q points 


(4541, b541); ... (a;; 9 b5+0) 
to which the Q infinities in question correspond. This is the Riemann- 
Roch Theorem. 

The infinities which do not actually present themselves in the most 
general function here in question, are those for which the corresponding 
quantities y, in the equations (43.) must have the value 0, and to each of 
these as we see corresponds an equation in the system of equations (47.) 
which is independent of the remaining equations of this system and of the 
equations (46.). 

Of the general function here in question we may evidently say that 
the infinity corresponding to a point (a, b,) does or does not actually 
present itself, according as the omission of this point from the set of 
QO points (a5 ,1, Barı)y +++, (G5rg, dar.) does not or does diminish the strength 
of the set. 

In our proof of the Riemann-Roch Theorem above we have not in- 
eluded the case in which one or more of the Q infinities in question may 
happen to correspond to multiple points. It is readily seen that this case 
also may be accounted for on including in the summation in (24.) elements 
of the type given in (18.). 











Die Prineipien der Mechanik für mehrere 
unabhängige Variable. 


(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 


Die vorliegende Arbeit schliesst sich unmittelbar an die von mir 
seit einigen Jahren fortgesetzten Untersuchungen über die Ausdehnung der 
als Prineipien der Mechanik bekannten mathematischen Theoreme, welche 
zum grossen Theil in diesem Journal erschienen sind und vor Kurzem 
ım Zusammenhange in meinen „Prineipien der Mechanik“ veröffentlicht 
wurden. Während nun bisher meine Untersuchungen auf die Gestaltung 
der Sätze der Mechanik wägbarer Massen nicht nur für den Fall gerichtet 
waren, dass im kinetischen Potential im gewöhnlichen Sinne eine Trennung 
der actuellen und potentiellen Energie nicht möglich ist, sondern auch 
kinetische Potentiale beliebig hoher Ordnung zu Grunde gelegt und für 
diese die Ausdehnung der wesentlichsten Sätze der Mechanik wägbarer 
Massen und der Theorie des Newtonschen Potentials entwickelt wurde, lasse 
;ch nunmehr die Annahme nur einer unabhängigen Variabeln, der Zeit, 
fallen und werfe die weit schwierigere Frage auf nach der Gestaltung der 
Mechanik in rein mathematischem Sinne, unbekümmert um die Anwendungen 
auf Physik, für den Fall, dass das kinetische Potential beliebig viele un- 
abhängige und abhängige Variable und deren partielle Ableitungen bis zu 
irgend welcher Ordnung hin enthält. 

Ich werde mich im Folgenden der Kürze halber meistens nur auf 
beliebige kinetische Potentiale erster Ordnung mit zwei unabhängigen Variabeln 





beschränken, 
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die angewandten Methoden werden aber die Möglichkeit der 


Ausdehnung auf den allgemeinsten Fall unmittelbar erkennen lassen, wenn 
die in meinen „Prineipien der Mechanik“ ausführlich dargelegten Gesichts- 
punkte in Verwendung kommen. 





$. 1. 
Hülfsätze. 
Hülfsatz 1. Seien t,t.,...,t, unabhängige, p,.p:,,...,p, von diesen 
abhängige Variable, und werde 
or! + Yo +++ 4 v, )„ £ 
— z Beer 
ot, ' dt, E e Of,* 
bezeichnet, so gilt zunächst für jede Funetion 
B> fh, Pı, .... N  ) 
unter der Voraussetzung der Variation der Grössen p,,....?. und deren 
Ableitungen die Beziehung 
om +m +++ My „c" + ot +++ Mm, -R 
(1.) my 7 ma ni, (Öd R) = n,m, „,m m 
ol," ob vo. ot,* ob ots BER; vd 
da aber 
ur De A + m; + pr u 
7 n R Se Er, ı I; 
FF: 2 = : - (0 )= er 9°...“ ” u - = wi Vex 
oR 
nl ® 5 Op%: Yo.) 
Bun (2.) ” ! ! ' 
A u ee 3 
—— | 2 = 
='2: . Bea: Evans a2 4 !u,!u, Yu. walten! 
den ) a a Ha?’ z ‘ıı s 13 e’. 23 h 
ou + Hattae OR + ut" ++ u, 
— (- - 4) — — Öpfa- + Yox) 2 
or af, Sr Opern "ex ii 02... 
wenn n,, den höchsten in R vorkommenden Werth” von v,, bedeutet, 
und ferner 
aM +m+ + +m,R Oo 
ö md m ‚A .. >. Sen --Oe Ip(Lei 982: ex) 
(3.) tı j 1 0 =Vluung, tm, P:&' 
£ oMmı + m; ++ +m, R 
(051 052 + 0x) 
) sp else 





u" ö n > BET, 


ist, so folgen vermöge der Beziehung (1.) durch Vergleichung der Coefficienten 


der Variationen von p,, --- 





Differentialquotienten von R, wenn sie erst nach t,,... 


t, und dann 





p.„ und deren Ableitungen Relationen zwischen den 


nach den 
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p und deren Ableitungen, oder erst nach den p und deren Ableitungen und 
dann nach den t genommen werden. Es mögen hier die im Folgenden zur 
Anwendung kommenden Beziehungen, welche durch Gleichsetzen der 
Coefficienten von 


Op, Ip dp. , Ip." , dp... dpa. 
entstehen, hervorgehoben werden: 


° om+tm+: N en omtm+- 3 (a 2\ 
Op; 


. —)= 
Op. “Or Ol"... Ol". ETADETSE TI, 
































0) Omtmt+m. R m. +tm, OR 
a (aa..o) ” amör..or (an) 
1. Amy Hm + hm, 
n an ol“... Ol (5) 
fs) Orutm+t++m, R gorutm+e.+m, 
aa...) aa... ol (38 pem-; =) 
Ill. EAN 
“ "om or N (5) 
6) DR tr R Du tmy ++ -+m, 
a \amom..ane) ” amön..ane \onl" ey 
m +m, ++ +m,—1 
v. Hm una. ae (5pf) 
+ m, au ze Ai tm++my—2 
u; 5 FTSE Oly* (6) 
Ö 0m +m+--+m,R ou tm te tm, 
ap” (oma. am) EINTRETEN Sp! em. u 
V Aa ou + my+- ge 1 E_ u 
mot. or“ \dp! Fe ” 
m, (m —1) Bmtmt ot men: 
%: 0m PIIIT-T 7, (2) 
| OÖ "+m,R om tm + .+m, 
op! (110. (57 3m. 20) un EYASE ma sr EI, (> a10.. gs) 
u :+m, om tm+: ice 
en ig ante... Bier Fir + "oma". Ba Js m) 
om + my + 2 
+ m, m, HE Sal y m (52): 
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u 


Hülfsatz 2. 


Seien R,, R,,..., Funetionen von t,b,,...,&, Pu Pa +--,P., und V eine 
Function von 4, %,...,6, Rı,..., Rt, ..., R,..., Retro), ..., 80 
ergiebt sich für das über ein bestimmtes Gebiet der £-Variabeln ausgedehnte 
k-fache Integral die Beziehung 


7 F BR er, an Bert. NEU, A 
4 5 % 

A or oV nr. 
-/ /J 2. (FE Rh tn Re raten) dd ds 
Fr 


unter der Voraussetzung, dass die Grössen 4,b,...,£, nicht varirt 


werden. 


4 


Machen wir nun die Annahme, dass die Variationen der Functionen 
Pı, P2, »- +, p„ und deren partiellen Ableitungen nach #,,..., £, genommen bis 
zu einer Ordnung hin, die mindestens in Bezug auf eine der unabhängigen 
Variabeln von einer um eine Einheit niedrigeren Ordnung ist als die ent- 
sprechende höchste in V vorkommende, an den Grenzen des £-Gebietes ver- 
schwinden, so ist 


1 1 r 
nt? ly oV en 
ij / ef « Y . ORWaı?a: ... Yo) dt, Be.; +. 
> ORV ar van ram Os 


tz 
N 2 oV 
> (Yaı Ya *-Yax)) 
= / z uf öRV«: Yayı-Yax) di, (Oo R\ 1 2 ) dt, 2: 
0,0 „o “ 
1 2 x 
ei m) 
== - / l nn d ( ) RC ran ax) |, dt dt 
vr ö di, san Yay'Yax) 1... Al, 
ar 


und hieraus durch Wiederholung derselben Operation 


=(-1) je I“ J (a ORLe retun at d..... dt 


2 
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Da aber ferner unter derselben Annahme für die Grenzvariationen 


1 - 
d gi dx, aV 


a a \ (Y 1 Va2 ... Ya — 1710) 
3.) di;«* \orvaı 470) ar. 5) Ö R\ R n * dt, 


tı Yux £ r 
— / .  d d ( ol | ) Ö R'aı rar +--rax—ı-1 0) dt 
« dt, | dıi,“* OR”: Ya9 + Iax) 0. a 
‚0 ; 


‚1 F v 
ti, d’ ou Oo I 


| ) RVv Won 0 Mn, 0) 
Br N) a1 a2 az—l 
J di,ex Fer .an 3) ? dt,, 


x 
also 

‚] ‚] ‚\ vo; Av 
al ı sy .y d [a4 Oo 1} ü i 

/ I“ / v ( . (v v v ‚)0 Rireı rar "a1 dt,dt,_,...de, 

‘s u Sr Be | 

0 o 

1 2 z 

(2 nt3 Ro. d’ art! oV 
—— us / / ef we. ( ) Ö R'raı Yazı Ya) FE di 54% dt, 
r . j di,_ı dıi,* co RY«ı Vayr Vag) j " er. 


! 
“ 


folgt, so ergiebt sich durch Fortsetzung desselben Verfahrens 


‚! ;! l . 
4® 9. "x oV RR 
/ / .._ / » . ” OR'”«: Va» ... Yux) dt, dt, r ni dt, 
. « a Oo Rir«: Ya» ... Ya) L 
- > ‚0 


f 


d’e: FBruat’’tYan oV 


,! ‚1 ‚1 
\.ıH+9% t ...+ ee 25 Ge | - 
= (—1)’aı t rast tax / / Er / | ; ( er - .) OR,dt,dt,_,...di 
« . 5 di, *' I | oR,, - a 
‚® „® ‚od 


“ 


und somit nach (4.) 


® (Le re raten), VB, dE,_, ... di, 


X 


d’ei +3 02 + tor 


l 1 1 
ai . “ . ) + v t+.++r 
— / / ef . (—1) al a2 OH : each ——— ep 
Be . di”«ı di!°2,...diye* 
ge „eo ‚v 


s 


Yaı Yazıı- 


/nN\ / oV 
\ OR'e:ı Ya9rIYar) 
7 


)IR, dt, dt,_....dt, 


tı rn „3 d’aıtrYarttYar 
» su, su. i ka" ' R 
— / / / y' y (—1)' aı t Yaa . a  EFE z 
mu ... A Vai Vu o Vox 
“ « « Yıur Yan Var di, dt, + Me 
0 v0 0 
- t5 f 
i P“ 


nn 


f oV OR, 5 ,..jORay 
re Er dpı+ 3 Op.)dt,... dt. 


dA 
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Fasst man aber V als Function von &,, ba, ..., E,, Pıs Pas ++is p. und 
deren partiellen Differentialquotienten auf, so ergiebt sich unter derselben 
Annahme für die Grenzvariationen 


€ I sense ne 


4 r! n d’4: rYy),.7 r Yiy 


6, = >] 2.02 Er ’ - C \v, Fra tr. +92, 
(6) 1 = / [“-/ = 4 2, (—1) Aria dern dei 


oV 
(öpi 11 Yjia+- 





u) Op,dt,dt,_,...dt,, 


und somit durch Gleichsetzen des Üoeffieienten von dp, der rechten Seite 
der Gleichungen (5.) und (6.), die Beziehung zwischen den nach den unab- 
hängigen Variablen genommenen totalen Differentialquotienten der partiellen Ab- 
leitungen der Grösse V als Function der RR oder der p aufgefasst: 


ri," Tr t Yjg N y 
| 3 lpatnateeten 9 = (0 
a) v; Yis v nV, 93 a 
Par As» YA di, ’' A  \ ch j 
v +) tr +03 
Er | d TR a2 - 
u 5 (Mfartrartmtra 
Pa — V, V, » fe 
ame1L2,. Yaı Ya Var dt,‘ dt, rn“ " 
oOV \ OR. 
(Gno- var rar)) Op; 





Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass die durch diesen 
Hülfsatz ausgedrückten Beziehungen nur der Kürze halber mit Hülfe der 
Variation der Integrale hergeleitet wurden, dass sie aber ebenso einfach 
aus den Gleichungen des Hülfsatzes (1.) folgen. 


Hülfsatz 5. 
Soll eine Funetion 


a 
in welcher die Bezeichnungen des vorigen Hülfsatzes für die partiellen 
Differentialquotienten erster Ordnung nach den £ genommen beibehalten sind, 
sich identisch additiv zusammensetzen aus den nach £,, &,,...,i, genommenen 
totalen Differentialquotienten von Functionen derselben Grössen 


(10... 0) (00 


(U1...0) ..1) 
0, (Ey bay oe, Eur Pıy Pas Be 29 Pa re /29 a 


)Q% 
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also 
j do, dw, do, 
(8.) tatret te 


sein, worin © nur von &,b,,...,t, abhängen soll, so ist zunächst leicht zu 
sehen, dass, weil nach den Beziehungen des Hülfsatzes (1.) 


O do dom, oO du d o0w, PR. 
op, di, = di op, op...) di, es dt, Op. 0) =, 
) du, d do, Ö do, _ d dw, 
op... di, SR di, Op... pw.) dt, eüan di, Op...) 


und da die Functionen ®, nur die ersten partiellen Ableitungen der p ent- 
halten, 


6 do, d 0w, + dw, do, 
1120 ..„.0 . u...6 rat We u 5 0% 
op A Ar, pw. FT 5w. = äpw.. 

n N 

C dw, = d 7 u ., 0 
OpW&...v) dt, dt, OpW2v...0) NEE 

o do, d cw, ow, oo, 
öpiw. A, — dr, Bpww.n F äyum..n = pm 


ist, wenn man der Kürze halber nur zwei unabhängige Variable #, und £, 
annimmt, die identische ge besteht 





oO /dw, o /dw, do, 

Op, \ dt, / Br” 3m (4 3 gr op" a a 305 \dı, ') 

d’ do, d © /dw 
- na 
+ dt, dt, ur 31) r dı op” =) 0, 
. Mr a . \ ; dw, dw, 
und dasselbe gilt für die Differentialquotienten dry gp ,) woraus also 

2 E 


folgt, dass f selbst einer solchen Differentialgleichung identisch genügt, und 
da diese Function nur die ersten partiellen Differentialquotienten der Grössen 
Pi, Pas ++, p„ enthalten sollte, dass die nothwendige Bedingung dafür, dass 
eine Function 


(01 


f(t, t,, we... t,, Pı, P:; Er Pu; a Eu nt [7 AN he er) 


sich identisch additiv durch die nach t,, t,,...,t, genommenen Ban 
quotienten der leichartigen Functionen w,, w,...,w, in der Form dar- 


stellen lässt 


do, dw, dw, 
due 0 Sue > 5 
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worin w nur von t,, t.,...,t, abhängt, die ist, dass die Function f der partiellen 
Differentialgleichung 

of d of d of d of 
(9.) NE ET Tr u Anl...) =V 
Op, dt, op\ di, op! di„ op‘ 


für jedes s=1,2,..., 

Es soll nun aber auch gezeigt werden, dass, wenn f die Differential- 
gleichung (9.) identisch befriedigt, auch umgekehrt die Darstellung (8.) von 
f nothwendig daraus folgt — und zwar soll der Beweis dieses in anderer 
Form bereits bekannten Umkehrungsatzes mit Hülfe der Beziehungen der 
beiden ersten Hülfsätze begründet werden, sowie es für die weiteren An- 
wendungen dieses Satzes zweckmässig erscheint. 

Zunächst ist aus der Form der Differentialgleichung (9.) unmittelbar 
ersichtlich, dass für gleiche oder verschiedene Indices s und o die identischen 
Beziehungen bestehen müssen 


u identisch Genüge leistet. 


I 


A of ie 
opt. Be v) pm.) op. ET 
$ oO 
o’f 0’ f 
opt.) Ipt01...0) + Op" --D Ipuv.. 
o°f | 3% R 5% 


— 7 (10...) Ani...) T Anl ...0) Anti...) 
op\ op‘ op! op! 
und dass sich somit für f die Form ergiebt 


(10... 


u 
f = Pe 1 RR +Pu)P: 





+ “ 77 ( FOREN AG VIHREEG 750) Fukiineke uhkkkn RER En pp” 
(10.) +2 90 kenn Bu) (BE Pe — Pe Pe) 
“> ED (dis ann En Pine, Du) (DEU PO — pn 0 pi) 
+.++2 = Kr WERE RE WE ed u: Pe 
| ++ @ (bis 222, bs Pin +3 Pu) 


worin o>e zu nehmen ist. Setzt man diesen Werth von f in die Differential- 
gleichung (9.) ein und bestimmt für verschiedene og und o 


(ad) —_ (a 5) (a8) — _ me) 
wo 05% ’ 0,6 er Do , 























(16.) 
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= / im dp, + Ren jean, 


so ergiebt sich aus der identisch zu befriedigenden Gleichung 


2 Fr Io. + 2% (wi) p\ (1, IN 94) 
a d av. +2: (wi p\ (10.. Hp! (01. EDER) 
dt; | .- | 


d | (z1) e. 


Tag 14+2 > , (w%Dp "I +oirp (01...0) +. = 0 
( 


indem man die er eereng von 


(10.. 


Pe 


(01. 


0) (10.. 
‚Pe 


„Po 


(01.. 


2. .0) „(10...0) 
P: p 


0 : 


.0) pl...” 
0 


+[9+ / er, EM Jap, lap,+--- 


ol 


2, - /Iw, dp, + +[: + + Japilar. 


+[w + f Sr dw? +. dp, Jap, +--- 


6) „on 
at, 





ujanlant 1. 





gleich Null setzt, für : in \ (10) vorkommenden Functionen der £ und p 


die Reihe der nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass f 
der Differentialgleichung (9.) identisch genügen soll, in der Form 
Oo) do, do) 
(11.) Be TE TE ea 
Op; OP ot, or, dt, 
| oO ou, , do 90 0w%9) 
12. un 0 Br s a 36 so 
(12.) 5 er et de Ta 
Im) Ow?“) Iw%-1%) 
.. [e " oO oW,, 07) er; 
(13.) an = 2 + Ö -e +“ ..— 7 
| Po ot, t, en 
A 
(14. an ln 
a ) ot, +5 EA: "- Ol, 09° 
(15,) ie dla om“ A) 
OB 0m OPs 
worin für s die Werthe 1,2,..., u zu setzen sind. 
Bildet man nun die Ausdrücke 
90% 21) Pe > 2m 
2, = / Im dpı + |e. +/ (5 ee A dp,| dp. 
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so ist leicht ersichtlich, dass unter den Integralen derselben vermöge der 
Bedingungsgleichungen (11.) bis (15.) vollständige Differentialausdrücke der 
Variabeln p,,...,p, stehen, und eine einfache Ausführung zeigt die Identität 
der Gleichung 





oz 25 u 2 . ) ) 
di (2, + 3.0 /w (1 oo dp + 3 Er; 4 > 1° W, dp, de ) 
dt, j 
„As=r:? 10,.,..0 2] . (0 2 W1,..0 u 23 
(17 ) ER d (8, + Br pS If 60 dp, Er Br 'p, I yo 'dp, + ...) 
dt SIR 
__22 a8, BER. ON 
ot, dt, ot, 


Da aber aus den MOND (16.) der 42 folgt, dass 
1) 


oR2 * E G, ir w) 1 „ga a | 
—ı 3 ad cn AR ERREEn, B Dat 
ö1 NR pe + F 1.81. + arar | )dp:| dp+-(, 


ze war £ el Y (ern + Dan|dn+--} 


ist, sich also durch Addition 


oR, 02, og ı is 
tz + ap + f (+ ta t)ant: 


ot, öt, . ot, h. 





oder vermöge der Gleichung (14.) 
2 a /’0w 0 ö 
+: +ie= /(S dpı + 3 dp»+:--) = = (bi, bar 2004 6) 
og op, OP, 


e worin F eine willkürliche Function von &, b;, .... t, bedeutet, so 
erhält man, wenn 


r s=|-1) ) „m1...v 12 0) (13) 
K, - 22, + 5 ! Te u HF @W,, ‚ dp,+ Po af ww, dp,+ % 

18. ce 
ar K,= 2,4 „u [pi pre, % wedp, +25" Rn + (, 





gesetzt wird, vermöge er die Beziehung 
- dk, N 
{ BAR... = +... + — + Flt,b,...,t,) 
Gr, er “ 77 Ta, Tin v 
und es folgt somit der Satz, düns die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass eine Function 


lei: 


(10,...0) 


ber Pıy * 3 Pas P. 


(01.,.0) 
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sich als eine Summe von tolalen nach t,, t,,...,t, genommenen Differential- 
quotienten von Functionen der t, p und deren ersten partiellen Differential- 
quotienten in der Form (19.) darstellen lässt, die ist, dass f der partiellen 
Differentialgleichung (9.) identisch Genüge leistet.” ) 


Dass sich dann das x-fache Integral 
("JaSß Mh 
r 2 u 


— und so ist dieser Satz als eine Anwendung der Variationsrechnung schon 
angeführt worden — von einem x-fachen Integrale einer nur von den 
t-Variablen abhängigen Function abgesehen, auf (<—1)-fache Integrale 
zurückführen lässt, ist unmittelbar ersichtlich, da, wenn der Kürze halber 


dK, dk, 
Ge ar u 


angenommen wird, aus 


uf dl + F (t,,t,) dt,, 


0 0 


ts to N 


weil 


d 2 dK, di,y: 
af Al re], 


0 
e) ? 


ist, sich durch Integration nach £, 


*) So werden 
9, =ıp, =hp, vwebhp, Wwelp, at, w=p,P, 
den Gleichungen (11.), (12.) und (14.) identisch genügen, und es wird sich somit das 
identische Integral 
f=tp,pi +4,P,P;" +tpPpı +%pPy +, (pi p2 — Pi pP, )+ PP, 
der Differentialgleichungen 
of d of da of 
Op, dt, Op! dt, Op“' 


ff Ad of 4 ER 


en op, dt, Op! dt, Op" 


ın die Form setzen lassen 


- Ä a, en 
f = dt. (pp, + $t,p! + 1t,p,p} ) nn dt (41: pi —1, 1,p,P}°). 
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/ | rar.a, - Kudt, [EA dt 


+ [K,]: dt, F (t,,t,) dt, dt, 


ergiebt.”) 

Um die Gültigkeit des oben bewiesenen Satzes auch für Functionen 
festzustellen, welche partielle Differentialquotienten beliebig hoher Ordnungen 
enthalten, wird es zum Zwecke der nachfolgenden Anwendungen genügen, 
Funetionen von der Form 

[vs ys»Ppnr 8 2) 
zu betrachten, in welchen wir die Variabeln und deren partielle Ableitungen, 
um die Indices zu vermeiden, in bekannter Weise bezeichnen. 

Zunächst ist wieder leicht zu sehen, dass ein Ausdruck von der Form 


dw, (2, y,2,P.q,r,$s,1 dwo,(xz,y,2,P,q,r,$,l) 
1 ( ‚Y; F IT, ) oder 2 \ ‚Y, P,4 j 
dx dy 


vermöge der aus den Beziehungen I. bis VI. folgenden Relationen 


o do, d oo 0 dw, dco ‚do 0dw d oo 

os dx dz O2 ' op dr dz op Oz 'ogygdz dzög 
o do, dcwo ‚ 0» ode, doo , 0o odo, d ow 
or de dxz Or Op "os dx de os og 'otdz dx ot’ 


d w, 


und weil die Coeffieienten der dritten partiellen Ableitungen von z in 17 


dureh 0W, 0w, dw, 
1252 7 Su - | Fe 

ob dob d 0: d’ Ew ad o® d’ ob 

03 dzop dydg | da’är ! drdyös | dy* di 


’ Oo d o% d 9» d’ow 
r da’ är!! + 


0 gegeben sind, die partielle Differentialgleichung 


dx’dyor" r dx dy’ O0 " day’ oW 


*) So erhält man 
ua By 
SS WW+rdPt ++ mdRt + 2pJarnan=[ (ap + apDat 
2 + r 


dt. ir 
("[@n. +3 9° ],aı H-/ Im +4pi]%aı 


? n 
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in welcher 
10 0°z eo 0°’z 10 0°z u 0°’Z 
nu .,i= m om 
1, 


x ox’oy oxzoy* oy 


ist, identisch befriedigt, und dass somit jede in der Form 


(2 


. z dw, (2,y.2.P,9.r.s,1), do, (z,y,,P,Q,r. 8, t) 
(20.) f(x, Yy, 3, 9,q,r,8, 0) = 2 + — Een 
+ F(z,y, 2,p. 9) 

darsteilbare Function f, da die dritten partiellen Ableitungen in derselben 
nieht vorkommen sollen, wenn F(x,y,2,p,g) eine durch totale nach x und y 
genommene Differentialquotienten von Functionen von &,y,2,p,q darstellbare 
Function bedeutet, die somit nach dem Vorigen die partielle Differential- 
gleichung 

öF_ döF_dör_, 

Oz dzöp dyög 
identisch befriedigt, der partiellen Differentialgleichung 
4:.:8 Bis ma, PB, Bao, Ri 


(21. . i53- + ; = 
\ er: de op dyogq de’ Or ' dxdy os Eu dy' ot 


0 


Genüge leistet. 
Aber es soll nun auch die Gültigkeit der Umkehrung dieses Satzes 
bewiesen werden. Zunächst ist ersichtlich, dass, wenn eine Function f der 
Ditferentialgleichung (21.) identisch genügen soll, daraus, dass die Coeffi- 
cienten der partiellen Differentialquotienten vierter Ordnung von 23 ver- 
schwinden müssen, die identischen Beziehungen folgen 
o’f si o’f eig: o’f EI 0, o’f 


or’ A 5 


29 
+2 — 6 


ords °’ Id os? Oröt 
und somit f die Form haben muss 


92 \ | f=ry (z, Y,2,P, q) rsy (2, Y.2,P; q) +iy (@, Y, 2, P; g) 
| pr (rt—s')w (@, Y,2,P, q) 7 w; (2, Y,2,P, q). 


Setzt man nun, um die weiteren Beziehungen zwischen den Functionen 
pw, 4,0 und w, zu ermitteln, diesen Werth von f in die Differential- 
gleichung (21.) ein, so fallen ausser den vierten auch alle dritten Differential- 
quotienten von z heraus, ferner alle Posten, welche r,s,:t in höherer 
Dimension enthalten als in der zweiten, endlich verschwinden auch die 
Coefficienten von r’, ’, rs, st, und es muss somit, da f der partiellen Differential- 
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gleichung identisch genügen soll, und diese die Form annimmt 
A(rt-—s)+Br+Cs+Dt+E=V(\, 
der den Grössen s’ und rt gemeinsame Üoeffieient 


| o’p o’y 0’ 0’ 3 0wW Ei ; ET, o’w 
A=-— — .% —- +93 +: Ä -q: > oe = 0 
(23.) ög’ op’ + cozop f 020p j 03 r oyog. I 920g  opög 
sein, während die Coefficienten von r, s, £ und das von den zweiten Differential- 


quotienten freie Glied die Gleichungen liefern 


na Be vr. 17 
0) og o’p 0” m, 0’ 
er a Ws, r 3. 2+2g; +4: 
un p oyoy 0903 C oye 
(24.) 0° 1 si a Op | ( ’p Pr 2 p 
op oy op 03 02 opör opdz 
o’p o’p ie a 0’y ow 0’ 
Eng rer +3 C EFF: + 723 028 
BEER q 190? ’yop op 02 orzoy 
(23.) ’ I 
Oo ou O0 “, 0 
— —D. — DL -- = 
15203 P oz0y PI 3; opdq 
0°’y O°’x o’w, | Oy 0° f O°’y 
Dun Far Kg. 
ER opox opoz 0gq oz  coqgoy 8q603 
26. ’ . 
( / ow o’w 2. > 0’ ‚,0°’o \ 
— Ina re - =UV, 
ox2oq p 020g or’ Ri [ O2 
u Er a a re ’p 12 o’y 
rn Opöx Pop 6z . weg or’ 7020: 
9? 9? 2 y 
(97 er ER 
(< l.) | P Oz" + oy’ t Br - a; q- E+ £ y 
o’w o’w "vw 0a 
z -D -—— 0, + — =U, 
| 795" EITU 5 0% 





und alle diese Gleichungen (23.) bis (27.) müssen identisch befriedigt sein, 
damit (22.) der Differentialgleichung (21.) identisch Genüge leistet. 
Wenn es nun möglich ist, eine Function F von der Form 

\ n f 

IF=ery@,y,2,P,gq)+sv(a,y,2,P,9)+txX(@,Yy,2,P,q) 

\ + (rt— 8’) w (z, y,3,P, q)+ @. (@, Y, 3, P, q) 
zu bestimmen, in welcher %, w, %, w die in f gegebenen Functionen sind, 
welche den Gleichungen (23.) bis (27.) genügen, und welche die Eigen- 
schaft hat, dass sie sich durch totale nach z und y genommene Differential- 
quotienten in der Form darstellen lässt 


(28.) 


c dN, (8, v, 3,9, 9, Tr, 5, N: 48, y, 2.9. 9.r,$,t) | Ä . 
(29) F= - ze + 12, (z, y, 3,P, 9), 
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worin £2, in gleicher Weise in zwei nach x und y genommene totale Diffe- 
rentialquotienten von Funetionen von x, y,2,p,gq zerlegbar ist, so wird auch 
F der für f vorausgesetzten partiellen Differentialgleichung (21.) identisch 
(senüge leisten und 


(30.) f- F= w—.2, > (m, Y, 3,P; q) 
die partielle Differentialgleichung 


00, d 00, d oo, 


6: de Op dyög »s 


identisch befriedigen, woraus die Zerlegung von w, in totale Differential- 
quotienten, und daher für f nach Gleichung (30.) die zu beweisende Zer- 
legung sich in der Form ergeben würde 


u AR, (2, Yy,3,P,q,r, 5, t) rs d2,(z, y,2,P,9,r, 8,1) 


dx dy 
do, (2,y,2,P,9) , dw, (x,y,2.p,9q) -- 
we = + Be +12 (z, y) 
oder 
d2, (z,y,2,P,q,r,$,t) A2,(z,y,2.p.g,r,s,t) A 
zum eK ’ RE > Se" 2 9) ’ : ‚) 
/ dx + dy + (2, y). 


Um nun den Bedingungen der Gleichungen (23.) bis (27.) gemäss 
eine Function F von der Form (28.) und der Zerlegbarkeit (29.) zu be- 
stimmen, bilde man zunächst aus den Beziehungen 


d x 0% oO y.9 
2 -/ 5 dp+p/ ;.dp+rp+s/ = dp. 


d x 6, "oO 2 
1/8249 [5 dq+ q1/ z dg+s/ Er dq-+ty 


die Differenz 
d \ m. 5% "Op "oy 
i-z gap „,/zda=s(w-/ ög dp— / öp dg) 


+ (rt-s‘) +, (€, Y,2,P, q); 
oder da 


Alf oag)=  Soaa+ (Saga fitanse [io agree), 


Fr (r / wdg)= 1 / wdg+r(/ Sagt uf aeagts dg + ot) 
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ist, den Ausdruck 
| [- ._ /% dp — / da + e (s / ndg) = in (r/ odg) 


= Ms+Nr+ö, 


(31.) 


worin 


o 0) 


(32.) n=y-/ ap [ Bwa "dg+p/ ag, 


'00 00 ı 
(32.) No -/35 ,41- q JIZz 
ist. 
Da aber der nach p und q genommene zweite Differentialquotient 


der Gleichung (32.) 
o’M oO’ Op 0°’ oo , 0, 0°’ 


öpögq —öpög og op? ' dxzop ' 8: P 520» 
vermöge der identisch befriedigten Gleichung (23.) in 


o’M at ow o’w 0’ _0o”’N 
or 3 0 Öyog Aözdg  ög' 
übergeht, so folgt 
oM oN 
(34.) op a ög = =L (2, Y,2, p): 


und weil für eine beliebige Function 42 (z, y, z, p, q) 


d ‚02 "on 'oQ 
J: dg+p/ 5 dg-+r/ Er dq + 2s, 


08 32 02 
2 /2ap = I5 dp+p/ dp+s/ 2 dp+2r 
ist, so wird, wenn 42 durch die Gleichung 


(35.) 2+/ E- a a ER OR 


op oq dgqg 


bestimmt wird, sich aus (31.) die Beziehung ergeben 





| d pr d r d n l . | 
u [Se a fr ae an) le fean 
2 er, 
an 45) Faq - ,.) 2dp =P.s+®,(r, Yy,3,P, 9), 
worin 


_M_-o_/[°? 
P=M-N2-/ 5 dp. 
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oder da nach (35.) und (34.) 


OP _oM 802 _ 00 _aM ON), 
op op © og Op 9g \T, Y, 3, P) 


ist, P von der Form ist 
(37.) P=L,(2,9,3,p)+L. (x, y, 2,9). 


Nun ergeben aber endlich die ai 
1.) dp p=/ en ap+g rn dp+lıs, 


Fe L.dq -/3 = dg+ pf® = dq + L»s 


nach (37.) die Gleichung 


ER 1 / Idp +,  /Indg - Ser ap - Er 


L, IL, 
-4/35 dp — Pr/ 2 dg, 


und es nimmt daher f nach (36.) die gesuchte Form an 
| } 
f- = ® pdp + / 2dg + / 2dp +/ L,dq -s [wag\ 


d R e . 
+ dy I/zag + / L,dp-+r /wdg) +; (z, y,3,P, 9); 


worin, da w, nach den obigen Auseinandersetzungen der partiellen Differential- 
gleichung 
00, dow, d 0w, 


ös dzeöp dy og 


_—— 


identisch genügt, auch w, die Gestalt hat 


d2,(2,%>,P.9) , IR, Y,%5P,9) , ; 
w, = 1 Fr + Ay +4(a,y), 
und daher 


— /gap+ /Rdg+/ dp + /L.dg + 2,—s/ wdg, 


( 
dz \. 


‚3% | ' 
ur 1 rdg+ /Indp+ 2+rfwdg +4, y) 


wird. Wir finden somit, 
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dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine 
Function f(x,Yy, 3,p, g,r,s,t ) in der Form darstellbar ist 


dw, (2,y,2,P,q,r,5,t) , dw,(z,y,3.P.g,r,s,t) "‚ 
Am n dx 7 dy +. TI, Y); 


die ist, dass f der partiellen Differentialgleichung 
ne een, a a, of 


u Gen Rn e m . -—.- —() 
05 dz op dyog de or dxzdyos  dy’ öt 
identisch genügt.) 


Hülfsatz 4. 

Um unter sogleich näher anzugebenden Bedingungen den Existenzbeweis 
eines kinetischen Potentials von beliebig vielen unabhängigen und abhängigen 
Variabeln zu führen, wird es mit Rücksicht auf die späteren Anwendungen 
genügen, die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür aufzustellen, 
dass u Functionen N,,N;,... N, von t,u,p,.Pp:,...p, und deren Ableitungen 
existiren, welche durch ein und dieselbe Function 


(10) 10) (01) 


ER 


(01) (01) 


M von t,u,P1. Pa ---PaPl „pP er ur 


sich in der Form ausdrücken lassen 


(38,) nem _d com _ dom Ab i..ö 


op, di op! du dp) 


Um zunächst nothwendige Bedingungen für N, aufzustellen, sei bemerkt, 
dass aus der Form (38.) unmittelbar ersichtlich ist, dass N 
pp’, p"”’,p"” nur linear enthalten kann; ferner ergiebt sich aus 


die Ableitungen 


” 


C N, © " M 
(39.) | (20) En 2 10 11 
op‘ op! 'op% 
die Beziehung 
oN, oN; 
(40.) a a, 
op op‘) 
und ähnlich 
ON, oN, 
(41.) Er Me 5, 
op, op, 


*) So läst sich das identische Integral 
f=ys +tzyp+p'+2249+r@pz—a)+s(2qy+ty+qgr+g 
+t(px—p) +rt—s’ 
der obigen partiellen Differentialgleichung in die Form umsetzen 


J 


d(zys+p’z+gy-+ ays—zt+ pt) d(2’ + pge— zyr +25 —ps) 
en dx 7 ia 


dy 
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sowie wegen 
‚49 ON, _ o’M o°®M 
(4 .) op) Lt Op") op" Ei op“) Op") 
die Beziehung 
IN 6) N, 0 N 4 
(43.) op) > Opim u 
Da ferner 

oN er o’M ee. d oM 6) d oM 

pi!” u; Op, op" opı) di ap) opı) du Op) 
oder nach II. und III. des ersten Hülfsatzes 
ON, o’M o°’M d o°’M d o’M 


(44) op) = öp, opiı") pur Op} war: dit pe) Op Kö du pe) op") 


ist, so liefert die Vertauschung von z und 4 die Gleichung 
ON, ON, d o’M d o’M d o’M 


— 


opi) + ap dt op Op) du Op) Ip" du OpWD IpiW 
und somit nach (39.) und (42.) die Beziehung 


ON, 9 d ON, d ON, ON, 


(45.) Eu au un FE BE En 
“ ) 2 en « 
‚ op dt Op”) du op) op? 


worin #2 gleich oder verschieden von A zu nehmen ist, und genau in der- 
selben Weise 


on, , oh _ da om da Mm „a o:M 
Op) > pl) u Op) Op) dt pi) op) Bi” Op) öpWm 
woraus wieder 
\ ON, „ad ON, d oN, ON; 
(46.) 0 —; ze = — y- 
op) du Op) dt Op) op) 
folgt. 
Endlich erhält man durch ähnliche Umformung 
oN, BR ON, _d o’M o®’M Pe d £ om om ; 
OP 0 di (Spi9 7, EIOETT) du (pw op, EDEN) 
und somit vermöge (44.) und die entsprechende Gleichung: 
O9 u 0 Dee eo 0 
OP: Op; Zug di pi) di? ap) pi) dtidu op) ap\) 
ı d oN, d’ o’M d’ o’M 


du Op®d T dtdu OpiWop@d T du: Ip opon ı 
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welche mit Hülfe von (39.) und den ähnlichen die weitere nothwendige 
Bedingung liefert 


oN, : ©M, e Bi. DR, 
- .. A m{1lV) ©. In) er 2 A nt2V) 
a op} dt op‘ du © p‘ di op\ 
d’ m... . © on ON, 
dtidu op!) du‘ op”) op, 





für gleiche und verschiedene 2 und 4. 

Wir erhalten somit als nothwendige Bedingungen für die Existenz eines 
kinetischen Potentials die, dass N in den zweiten partiellen Ableitungen der p 
linear und dass die Beziehungen (40.), (41.), (43.). (45.), (46.), (47.) identisch 
erfüllt sein müssen.”) 

Für den Beweis, dass diese Bedingungen auch die hinreichenden 
sind, wird es des Folgenden wegen genügen, nur eine abhängige Variable p 
vorauszusetzen, wofür dann, da z=4 zu setzen und somit die Gleichungen 
(40.), (41.), (43) fortfallen, die für die in den zweiten Ableitungen lineare 
Funetion N identisch zu erfüllenden nothwendigen Bedingungen in 


ON d oN d oN 
(48.) a — oe — _ —_. = (), 
ap) dt opV) du op 
49.) BE PR. 8:58 oa 
. F op") du op\*) dt op" 


übergehen, da die noch hinzutretende Gleichung (47.) 


\ 


d oN d ON d’ oN d’ oN d’ oN 


FAR 1 ; | | | RE -=0 
dt op) du op“) di’ op“ dtdu op! du’ cp”) 


*) So genügen z. B. die in den zweiten Ableitungen linearen Functionen 
T a 01) 2 4 3 10 . 11 11) 2 . 1 10) 2 ) -) 1 l 10) 
Net - 22m traf + + ZI, 
 . u 10 Iall1) „(10 10) | ml) (20 10 
N, aus 2 pP: P; p\ + 2p\ ’p\, )p\ 4 2p‘\ p\; ’p\ 
RS 2 pP!) yUN 2) a 2pd pe 2p p' 2) 
up 2 -rı 2 Er . 
den oben angegebenen sechs Bedingungseleichungeen. und es sind in der That, wenn 
od od he) ’ 
PEEER, 01)2 2 3 10 0 10)2 „(10 
M=p,P" + pP; pi pi? — pi pm? zu 


gesetzt wird, N, und N, in der Form darstellbar 


„24 _da oM _d oM v_oM dom dom 
Mo, ar ap in Apr N, ar op ” du op 
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aus den nach £ resp. a total differentiirten identischen Gleichungen (48.) 
und (49.) durch Addition derselben hervorgeht.*) 
Setzt man N in die Form 


(50) | N= p (t, u,p, - p") p“” + (t, u, D, pe", p") pe? 
| ar 1a (t, U, Pp; , p“") p“” + w (t, up; pP”,  " 


so ergeben sich aus den identisch zu befriedigenden Gleichungen (48.) und 
(49.) die Bedingungsgleichungen 


N Oo re 09 #3 Oo Br 
BL) zum 2 zum = 0 (52) 2 5 3.5 = 0, 
- 9 < 0) < ( P_ s op O oWw Ow ’ 
(53. 2. 2 u we) _g 
’ ) opt) = ot op p ou op p 0, 
(54.) 2 hu. _ı2 OL _ > o% (01) __ Oy “2 oO p\"” =(. 
op") ou op ot ©öp 


von denen, wie durch Differentiation nach p"> und p“” zu ersehen, 
das Zusammenbestehen der beiden letzten durch die beiden ersten er- 
nöglicht ist. 
Setzt man 
(6) 
Be 
op’ 


0 = /Nap — pP /y dp+ p®® /w dp+ p®/z dp +/o dp. 


so ergiebt sich innerhalb des durch die Grenzen #,, t, und «,, a, definirten 
(t, u)-Bereiches die Beziehung 


also 


(55.) 





/ £ f' Nöpdudt = d fi jY Odudt 


vo fo uno 
6. © ie TOWER oQ ION) u 00 20) 
( ) fe fi | Opid dp 4 opt) dp pi) dp 





o0 x eQ , | 
2. an) 
Fapan dp) 4 EPXC, dp” jdudt, 
wenn die Variationen dp, dp”, dp“ an den Grenzen des (£, v)- Bereiches 
verschwinden sollen, und es geht somit, da 


*) Aehnlich fallen für mehrere abhängige Variable einige Bedingungsgleichungen 
zusammen, wie ich es in meinen „Prineipien der Mechanik“ für kinetische Potentiale 
beliebiger Ordnung von einer unabhängigen Variablen gezeigt habe. 
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‚e .u] o0 (20) ft] “ıd 00 u 
/ P; Ip) dp dudt = 2 / di dp dp 'dudt. 


!ı 


hi fi Zi dudt = — f 5 BE. Ip” dudt, 


du op) 


er y °Q Dh ı ru d O0 \ ) 
J J op!) ne — > / / du op") Ip” dudt 


Io uo [6 ug 
A. Pe OD 
ar. z x nn") 
ist, die Gleichung (56.), wenn 


80 d 00 d do 





Zus u Ze . ] 
I7pU) mV) 2 IT en 
57.) op at op du op 
Js) 80 d 80 d 80 ] 
op) du Op”) 2 di dp) 


gesetzt wird, in 


« 


f ä Nöpdudt = d BR fr Odudt 


4 
0 “og 





+. su 
_/ / (Ldp"”’ + L,dp")) dudt 
über. Bemerkt man nun, dass wegen (55.) die Gleichungen (48.) und (49.) 
durch Anwendung des Hülfsatzes 1. die Beziehungen 


oL, _0°Q d oQ 4 00 V 
op Oplmop di Op op du OpVop 
eu: d od ı 4 0°0 Ü) 


Op 2 op") op du op")op 2 dt Op dop 


nach sich ziehen, also Z, und Z, von p unabhängig sind, dass sich ferner 
durch Anwendung der Formeln IV, V, VI desselben Hülfsatzes aus den 
Gleichungen (57.) 


oL, o°0 o’0 © OL, Li o°’0 o’Q0 
OT pt) Hp) Be: Ep Ip) N Op) 2 Op") Op“ 2. % Opt)apum) ? 
he (BEE.  MERBRLRRS.  AWREL > AUEER. 
op) 2 op!) Op) Op) Opt"V I opt 2 Sp) Opum Op) pi ’ 
öL 80 EL x. u. 820 0 
Op"d) In Op) Op) 2 opt) Ip) ’ op”) _ Op) op) Fri Op) Open ; 


30* 
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also 


(50) Zu. a Ze a 
\ op) op) , op 11) OÖ pt 3) I op! op!) 


ergiebt, so folgt, wie leicht zu sehen, für Z, und Z, die Form 


(60 ) | L, => ft, u, u pp") p“” Re F (t, u, pp, 9) pi) 


\ v V 
+# (t, u, p“ , p ») 

en R= Fun", pP") pP” — fCh, up", pP) p"” 

Be + Fu, 0", PO) 


und es bleibt nur zu untersuchen, ob sich der Ausdruck 


Fi Fe (L, dp") + L,dp")) du dt 


als die Variation eines Doppelintegrales einer Function von t, u, p"”, p" 
darstellen lässt unter der Annahme des Verschwindens der Variationen von 
p“’ und p"’ an den Grenzen des (£, w)- Gebietes. 

Da aber allgemein, wenn A,, B,, A;, B,, C Funetionen von £, « und 
den von diesen abhängigen Variablen p, und p, sind, und die Variationen 
öp, und u an den Grenzen des (t, «)-Gebietes verschwinden, 


) f Fä A,pı "+ B,pÜ"” + A; p$"" + B;p!” + C)dudt 
Ba 2 | 10 Oo A, () OB, 10) OA, m (01) OB, oc HR dA, 
| / / (P op, pi op, +p op, rPp op, Tr op, Bi. re )0 P: 
( oB, au) 0A, on, OB, , 0C a dA, dB, 
. kn Op, rp OP, +pz dp. * Op, dt du Ip: | dudi 


' 0C 0A, oB ] 
n\ 1) FR Br 1 
\öp,  5p,/F® öp, —5p, mt öp, 91 Du op: 


r [5 - pr k; * (de - 2 nd nn = = 5] dp.) Bu 


ist, so wird sich 


£ FR (L dp" + L, dp”) dudt 
EEE Sun 





= / 73 (A,p®”+(B,+4,)p"”+ B,p"”+C)dudt 


to ug 


ergeben, wenn A,, A,, B,, B;, C so als Functionen von Et, u ‚p"”, p"” be- 
stimmt werden können, dass 
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OA, OA, ö . FOREN 
u — mn =— Flil,u,p"”,p”) 
op") Op Fe 
(63.) . 
oc B, © B 91) N 
op“ Dr pe" ve = f( t,u ‚p“ ‚P ); 
0C OA oB 
„ —_— —'—_ —t = GB(t,u,p"”,p“” 
Op) ar du (7 :P »f ): 
64. z a 
( ) oC oO A, O B, _ 7 10) ON N 
Op") er ET er au (L,u,p ‚pP J 


ist. Soll nun ausserdem die Function unter dem varirten Doppelintegral 
die Grössen p””, p"”, p“” nicht enthalten, so muss 


u WIRST ER 


sein, und es werden die zu befriedigenden Gleichungen (63.) und (64.) in 


oB oB 
> Fr | re N) 10 J)\ 1  / | } 
(65.) m = F(t, u, 2”, p pen = — f(t,u, p”,p"”), 
_oB, Zi 10 „[U1)\ ( Ü oB, Us / ) (01) 
(66.) = rer el, ’,p”), mt P(t,u,p"’,p""”) 
übergehen. Die Bestimmung von B, erfordert nach den Gleichungen (65.) 
die Erfüllung der Bedingung 
” OF of 
64. le er u 0), 
( ) op 01) + op 10) . 
während die Bestimmung von C die Beziehung 
en o® coWw of 6©F 
(68.) am 3," 
op. op“ cu ol 
nach sich zieht, damit der Gleichung (62.) zufolge 
n 1 u i e = #ı u 
(69.) / J (L, op" +L,dp"”)dudt=d / [ Cdudt 
to u ui 


9 


wird, worin C nur von #, u, p"”, p"” abhängt. 


Bemerkt man nun, dass nach (60.) und (61.) 
OF OL, | oo Mi | EQ 
Op apa pm Op Ip“ 2 Ip) Op) Ip" 


on o’w 
Br 3 / ae A N 


op“ op 1 op 
of ÖL, 0 >11, 
C C 
ARE ER Von. ABER — — —— e mn. u - on 
opt) Op"? ap" pl!) Op? Op!" 2 Op!Y Ip") Op" 
2 2 N\g 
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dass ferner aus (51.) und (52.) 


Be O’w ur 0°% 
2 op Ip" TER Op: 
p 


O’g 
Ip 
folgt, so werden, wenn man mit ö, ö, ö,, i, vier bestimmte Integral- 


werthe von 


oO?’ 0 
op") Op". Bin 


a 
= 


(70.) 


var, Swap, /xdp, Swap. 

bezeichnet, also Q in die Form setzt 

AL) Qt)’ ERty)+P "hr )+ tm), 
worin 1, %1, %ı, @, willkürliche Funetionen von t, a, p'”, p"” sind, diese 
Funetionen der Bedingung unterworfen werden können 

(72) y _ Mm _ MM _ Mi, 

Yesasir op" . op" op" op"? 
da die rechte Seite dieser Gleichung vermöge (70.) eine von p freie, fest 
bestimmte Funetion von £, u, p"”p“” ist, und der so aus (71.) für Q sich 
ergebende Werth wird somit der Gleichung (67.) Genüge leisten. 


Es ist ferner aus (57.) leicht ersichtlich, dass 








ee a 0 Zr 0 4; oQ (10) 
ze ( RE 1). u — Op" Op 9 Op» dp p 
DR Ve... TER RE. - n01) 
2 Op Odu 2 op") Op er 
"JR, SV... 500... en 
— (in) V)=p 1) u — op op? ou op"?)op p 
a N Re. 
 Opmör 2 dpWöp ee"; 
also 
u Mn. iu ME u 0 
op" op) op Otop" op") Op op“ p 2 Op") Ouop") 
=. oQ k (01) + Be + o°’Q I 8 
2 Op'')Op op“) p op!” Ouop‘) op"? oOp öOpwiP 
ae 
2 op!" top" 2 op!) Opop\V p }) 
ferner ist 
„1 AUPIENE, x. WCABINEMaNON . = ARBBERRN.E Sehe - EM 
ou Op odu pop? ou 2 Ip Wäpwmou’ 
oF_ ÖL, 00 ı 90 
ae, . —1 


Op) Op dt ’ 


PIE LT TDETIDET 
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und somit 


1 A A 0 u 0 eY 30 
2 en / N is m? [a en ’ xy) / ‘ « / ‘ 0) . 
ou ot op) op""ou op“ op ")ot op") op!) ou 
0 
73% 


2 op) op 


so dass sich noch ohne jede Beschränkung der Integrale in @ die Beziehung 
ergiebt 


o® oo af OF pi Oo | o’0 oo 
op" op 77 ou Qi p ( p | 2 op 11 op 10 op 2 op ] | 
= ‚on F | o’0 a 00 | | 
I op L2< p 11 op ui op“) op“ 
Da aber 
( 0°  ow 09 
1 an, Q (10 at N Tr l / = T dj — / 7 P dp r 
= op“ op“ op“ op =’ ’ op" 
ni ig 
O ol » © uU) » N 
4 en l . 0 an . ae ) / ; ( dp -f 4 4 dp 
= op!) op" op" op“ :/ Ip" J op“ 


ist, so werden wieder vermöge der Gleichungen (51.) und (52.), damit die 
Bedingung (68.) erfüllt wird, die willkürlichen Functionen g,, w,, y, nur 
so zu bestimmen sein, dass die beiden Gleichungen erfüllt werden: 


Ow Op, : n ou, o%, . 
€ 1 u BR \ 2% a6“ 1 nz 
(73.) 07 op“) op — F;, (74.) > Op Ar E r 10 -= Pr. 


worin F, und F, durch die Wahl von ö,,ö,. , fest bestimmte Functionen 
von £, u, p'”, p"” sind. 

Werden somit die drei Functionen ,, w,, 2, von £,u,p"”,p"”’ so 
bestimmt, dass sie den drei partiellen Differentialgleichungen (72.), (73.), 
(74.) Genüge leisten, so wird der hierdurch bestimmte Werth von Q@ so be- 
schaffen sein, dass die Gleichung (69.) besteht, in welcher C nur von 
t,u,p“”, p”” abhängt, und somit (58.) in 


75) SS" Nöpaudt=d/ [ (O-O)dudt 
übergeht, worin die Coefficienten von p””, p"”, p"” in dem Ausdruck Q—C 
dieselben sind, als in ©. 
Da nun die Gleichungen (23.) bis (27.) des Hülfsatzes 3., wenn 


ze, yanyzı sp pur), ge", n=0, =, 
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gesetzt wird in 











n9 n2 n2 
„nn og oo 8, u 
(76.) mv)? u A Frag An(10) An(V1l) BE 0, 
op op op“) op 
0, 0 m ep 
nTN opt!? op“ / od u pP pe" op op oO u 
vd 
An? ns . a 
Du (01) © u = .) oO O p gs 10) og ER 0 
p op" op Op 9Opwoöt p op)öp ° 
IB Pe Su 
A +p"” Ö "y 44 oX + p® 9 
An) 3 1) ; (10) (01) 
178 op"V ot op") op ouop Opöp 
( ) 
\ af ow 02 
op 2 op 
2, 2 In I®n 
u MELNESR. Te. VER Q2 +2 OX oX 
79\ op“ ot p op!) op Op? op op") du 
(de . no no nN\2 
+9 u r o'w tg" he 0 
p op"! op  Otop"! p op op ? 
o’Q ‘10 0’Q o’Q (01) o’Q + o’y 
op“ ot op" op op!Mou | un or 
8 2 
de 2 p"” © Y + p" . + - AA 2p Ö K 
otop Ouop 
(80.) = Pr oe „ 
+ pe OU oWw + oa) OW + 40) oO’ 
p op° tou p oto pP ouop 
! p ! 
ar (10) p""- AS oQ RN (0) 
p nn: ‚alu 
op op 





übergehen, so wird sich leieht zeigen lassen, dass eine Function 


81.) K=p" pg+p"" w+p”x+2, 
in welcher g, w,y die in den Ausdruck (50.) für N vorkommenden 
Funetionen bedeuten, gebildet werden kann von der Art, dass die Variation 


(82.) SI S" Kaudt = 0 


\ 


fo uo 


identisch befriedigt wird, wenn die Variationen dp, dp“”, dp“” an den 
Grenzen des (t,u)-Gebietes verschwinden. Denn zunächst ist aus den 
Gleichungen (51.) und (52.) durch partielle Differentiation nach p"” und 
p“” und Addition ersichtlich, dass die Gleichung (76.) befriedigt wird, während 
die Gleichungen (77.), (78.), (79.) vermöge eben dieser Beziehungen in 
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082 nö o’y gi oO’ 192 Op , o’g 
i tt Tr 
89. 
(83,) 2 
+ pp” - n 
op“)op’ 
08 og 0 0"g 0X 
; - - Ar - D : .. a7 
4 op" Op") F p® AT r3 Op" Op Öuöp 0 
te) . 
( ) nr er 
u: pP X ' 
op op“ op 
f 0°’Q 0’y | „0 ( y 9 0% 0x 
op"? £ op ot ! op" op OBER p'"’ ou 
(85. 
+ pP ()] - ’ 
( pP f p 
übergehen, und (80.) die Form annimmt 
0 u 0 Bi u De | 0m 
z ) -  - - _ ) _- 
op" ot rl op" op | op'Vou u; op") op Op 
,f O’g In." Op (10)? 5 FE I n(W1 X 5, „on: 0°% 
2 = —— + ) u ” De - + zu r pP 2 
(86.) ol‘ I olop u op’ on’ l oucp ! ( pP’ 
o’wWw 0 oO’ u o’w n vo oO’ 
+ —— +2» —— +» — +2 y“ >. 
t otou ! otop ! ! ouocp A I op 
Setzt man die Gleichungen (83.), (84.), (85.) zur Abkürzung in die 
Form 
Fr o’Q ’ OR . oQ s 
(87.) - 02 — A, - 10) / 0 = B; ma — Z, 
op“ op") op op" 
so ergiebt sich leicht mit Hülfe der Gleiehunzen (51.) und (52. 
= - YL., 
oÄX oY oY oZ 
op" ra h p U) 9 op“ u Op 10) ® 


und bestimmt man daraus zwei Funetionen 
10) 01 / 10 yY 
52, (t, u, p,p”,p"”), $2,(t, u, p, p”, p"”), 
welche den Gleichungen 
di2, = Xdp“” + Yap", dß2, = Yap!” + Zdp" 
genügen, deren allgemeine Lösungen also durch 
2, +w(,u,pP) und R2,-+w,(t,u,p) 
dargestellt sind, worin w, und w, willkürliche Funetionen bedeuten, so 
wird, da 
OR, OR, 
op" op 
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ist, wenn (2 eine der Differentialgleichung 
’ oO oO 
d2 = 2, dp” + Q2,dp” 
genügende Function bedeutet, die allgemeine Lösung der Differential- 
gleiehungen (87.) dureh 


2=2+w(t,u,p)p"”"+w(t,u,p)p"” + w;(t, u, p) 
dargestellt sein, worin auch ®, eine willkürliche Funetion ihrer Argumente 
bedeutet. 
Setzt man nun diesen Werth von 2 in die noch zu befriedigende 
Gleichung (86.) ein, so geht diese in 


r 


0’2 co, 10) 00 N 02 d@, 


op ot opWop op“) ou ou 
+p un o’Q 02 re) w, O’p 5) 0'g p 10) 
j Ipön Ge. a 
(88.) op"V O7 O7 91 „7 
« 6) « 2 [2 2 


I (10)? o_ oOX (01) oy (01)2 0°% oO 
-p + +53 21 a +Pp u re: 
op ou ouop op olou 


u 
otop 


uU) 


2 2 n2 


o’wy + p") Ö v 1 po oO wW 0) „en, eo’ 


p rn a I) 
r otop otop ouop 7: op’ 





über, und es bleibt somit nur noch zu entscheiden, ob durch eine passende 
Wahl der willkürlichen Functionen ®,, ®,, @;, die jedoch nur von £, « und p 
abhängen, diese Gleichung identisch befriedigt werden kann. Differentiirt 
man aber dieselbe nach p“” und p”” 
Rechnung, da 


‚so sieht man durch eine einfache 


0°’ 0’ 0°Q 9°’ Re) BERe 


_—. — _—— 


op“ pi; pi? ) Opa) op") u op) Op")? op? we open?) 


ist, durch Einsetzen der durch die Gleichungen (83.), (84.), (85.) gegebenen 
Werthe dieser zweiten partiellen Differentialquotienten und mit Benutzung 
der Gleichungen (51.) und (52.), dass das Resultat der Differentiation identisch 
Null ist, die Gleichung (88.) somit p“” und p®” garnicht enthält und somit 
in eine Beziehung von der Form 

(89.) F(t, u,p. ee. i gm, , ne) — 
übergeht, die somit immer befriedigt werden kann. 


ou 


Nachdem somit die Existenz einer Function K von der Form (81.) 
festgestellt worden, welche der Gleichung (82.) identisch Genüge leistet, 
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wird die Zusammenstellung dieser letzteren Gleiehung mit der Gleichung 
(75.) die Beziehung liefern 


st au] 43 ‚u 
/ / Nopdudt = 0‘ / (0—C—K)dudt 
to u. Ei Rue 
oder wenn 
(0) -C—K=-=M 

gesetzt wird, worin, da die Grössen p"”, p"”, p"” aus der Differenz O—-K 
u 
des Verschwindens der Variationen dp, dp" 
(t, a)- Gebietes 


(10 0] 


herausfallen, M nur von #, a, p, p abhängt, unter der Voraussetzung 


) an den Grenzen des 


Ip" 


b) 


,= z Nöpdudt = d fi ir Mdudt. 


woraus sich unmittelbar die Relation ergiebt 


oM d oM d oM 


N=-—- - — z -- 
op dt op“ du op“ 


Wir finden somit als nothwendige und hinreichende Bedingungen für 


201) 220) 
‚P,p”,p”,p 
abhängigen Function N oder dafür, dass eine Function M von t, u, p’, p" 


(10) (11) (02) 


die Existenz eines kinetischen Potentials einer von t, u, p. p 


existirt, durch welche sich N in der Form darstellen lässt 


oM d oM d oM 
op dt op!) du opW)' 


(90.) N= 


(02) 


die, dass N in den Grössen p", p"’, p“”’ linear ist und den beiden Gleichungen 


’ ON a oN d ON 





pi bar di op) — du opt! > 
(91.) n ai 2 
oN 5 d oN d oN 0 
opu) du Op?) di öpun 


identisch (Genüge leistet. 
Man sieht aber sogleich, dass es unendlich viele solcher Funetionen 
M oiebt, da, wenn M, irgend eine Function von £, «w, p, p!'”, p“' ist, welche 
giebt, da, 8 PP >4 
in der Form 


do, (t, u, P: pi), p""D) + do, (t, u,P, pi), pt) 


92.) M, = dt du 


+ F(t, u) 


darstellbar ist, worin o,, @,, F beliebige Funetionen der eingeschlossenen 


31” 
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Grössen bedeuten, die Funetion M, nach dem Hülfsatze 3. der partiellen 
Differentialgleichung 


(93.) 


oM doM doöoım, 


ao ’ — = (0 
Op di op!) du op" 


identisch Genüge leistet, und somit aus (90.) und (92.), wenn 


gesetzt wird, 

N oL d OL d oL 
Op di Op" du Op" 
folgt. Damit sind aber auch alle Funetionen M ermittelt, welche die 
Gleichung (90.) befriedigen, da, wenn M, irgend eine solche von M ver- 
schiedene bedeutet, aus (90.) und der zu M, gehörigen sich durch Subtraetion 

die identische Gleichung 
O(M—M,) do(M-M,) doö(M-—M,) 


op dt ( pi) du oO p 1) 


ergeben würde, welche wiederum nach dem Hülfsatz 3. verlangt, dass 
M—M;, in der oben für M, angenommenen Form (92.) sich darstellen lässt; 
es folgt somit, 

dass, wenn N eine in den Grössen p"”, p"”, p”” lineare Function ist, 
welche den Gleichungen (91.) identisch Genüge leistet, unendlich viele Auf- 
lösungen M der Gleichung (90.) genügen, die sich aber sämmtlich, von Functionen 


der unabhängigen Variabeln t und u abgesehen, nur um nach t und u ge- 


(10) (01) 


nommene Differentialguotienten beliebiger Functionen von t, u, p, p“’, p 


unterscheiden. 


Das hier angewandte Prineip zum Beweise der Existenz des kinetischen 
Potentials erster Ordnung und einer abhängigen Variabeln reicht aus, um 
für kinetische Potentiale höherer Ordnung mit beliebig vielen abhängigen 
Variabeln die ähnlich wie oben in den Gleichungen (47.) aufgestellten 
nothwendigen Bedingungen auch als die hinreichenden zu erkennen. 


Nach Aufstellung dieser vier Hülfsätze wende ich mich nunmehr 
zur Erweiterung der als Prineipien der Mechanik bekannten mathematischen 
Sätze auf mehrere unabhängige Variable, deren Bedeutung im Folgenden 
genauer festgestellt werden soll. 
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$ 2. 
Das erweiterte Hamiltonsche Prineip, und die erste und zweite Form 
der erweiterten Zagrangeschen Gleichungen. 

Seien Z und # von einander unabhängige, &,, &,,...x, von diesen 
abhängige Grössen, und nehmen wir an, dass die Veränderungen dieser 
Grössen, die selbst noch gewissen Beschränkungen unterworfen sein können, 
derart vor sich gehen, dass, wenn H eine bestimmte von #, u, x, x”, x!" 


abhängige Funetion bedeutet, die wir das kinetische Potential”) nennen wollen, 


(1.) Sf (H- 3;X;0) dudt = 0 
ist, worin durch die Grenzen ein gewisses (f, #)-Gebiet definirt ist, und die 
Variationen der &,%;,...,z, an den Grenzen dieses Gebietes verschwinden 
sollen, während die X, gegebene Funetionen von £ und x ausdrücken mögen, 
deren Bedeutung nachher festgestellt wird, so werden die Gleichungen, 
denen die Veränderungen der x, 25, ...,x, als Funetionen von £ und « unter- 
worfen sind, durch 


"» (OH d oH d oH „| 
‘) > | er Er Be \ DAR ) 
2) = Or, di 0a) duoa" A; or; | 


gegeben sein, worin die Variationen dz,,0d®;,,..., dx, durch die in den 


virtuellen Veränderungen linearen Bedingungsgleichungen 
n n n 

(3.) Pr fi; de, u 0, Px fh; ) LT, zn 0 b u. Si Fni dr, un V 
l 1 1 


mit einander verbunden sein sollen, in denen die Funetionen f,,; von 
l, U, 2, 23, ++, %,, aber nicht von den partiellen Ableitungen dieser Grössen 
abhängen, und deren Integrabilität oder Nieht-Integrabilität die holonomen 
oder nicht holonomen Systeme charakterisirt; die Gleichung (2.) stellt das 
verallgemeinerte d’ Alembertsche Prinecip dar. 


*) Die Annahme von nur zwei unabhängigen Variabeln soll lediglich der Kürze 
der Darstellung halber gemacht werden, und die Beschränkung des kinetischen Potentials, 
nur partielle Ableitungen erster Ordnung zu enthalten, also ein kinetisches Potential 
erster Ordnung zu sein, wird durch genau dieselben Betrachtungen aufgehoben und die 
Untersuchung auf solche beliebig hoher Ordnung erweitert werden, wie sie für kinetische 
Potentiale, welche nur von einer unabhängigen Variabeln abhängen, in meinem Buche 
„die Prineipien der Mechanik* durchgeführt wurden. Fasst man ©,,r,,...,z, als physi- 
kalische Grössen auf, so wird man sich z. B. unter den unabhängigen Variabeln die Zeit 
und die von diesen unabhängigen Raumgrössen zu denken haben. 
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Dureh Multiplieation der Gleiehungen (2.) mit A,,%,,...,A, erhalten 
wir die erste Lagrangesche Form der Veränderungsgleichungen 


oH d oH d oH s r j 
(4) du 82") "U A, th fi; +4, fa + +4, Fin (=1,2...n), 


os, dt Oz") 


also » partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den Grössen 
2%, 2%... %,, die in Bezug auf die zweiten Differentialquotienten linear sind. 


Ist das System ein holonomes, sind also die Bedingungsgleichungen 

in der Form 
5) (FF (udn) Aue.) 0, 

| | DE Re TE Re En. 
gegeben, so erhält man in (4.) und (5.) a-+m Gleichungen zur Bestimmung 
der a +m Grössen ©, Car sr, Lu Any Ass er, A, als Funetionen von £ und u, wobei 
für £= 0 im allgemeinen die Werthe von a—m der Grössen x, 2,,..., 7, 
und deren nach £ genommenen partiellen Differentialquotienten als willkür- 
liche Funetionen von a in der Form 


or; 
(= = a, (FE) = Vi) 
I !=( 
segeben werden können. 
Ist dagegen das System nicht holonom, und enthalten die Funetionen 
f,; die unabhängigen Variabeln £ und « nicht explieite, so werden aus 
bekannten Gründen die Beziehungen gelten 


n n n n 
2? } (10) __ 7 (10) __ a) (01 ) (1) __ 
(6.) Zi [w®: I, <i nt =, if, erg Zi u = (0, 


und somit durch (4.) und (6.) a+2m partielle Differentialgleichungen zur 
Bestimmung der n-+m Grössen 2,...,%, Ay...,A, gegeben sein, sodass 
Bedingungen für das Zusammenbestehen der Gleichungen oder für die Auf- 
lösbarkeit des Problems erfüllt sein müssen; für den Fall aber, dass das 
nicht holonome System in den Üoefficienten seiner Bedingungsgleichungen 
die Grössen £ und a explieite enthält, muss die Behandlung des Problems 


in jedem einzelnen Falle den Bedingungen der Aufgabe angepasst werden. 


Nehmen wir weiter an, dass die Bedingungsgleichungen (5.) auch 
die partiellen Ableitungen erster Ordnung der «, 


ı 


nach # und x genommen 
enthalten, dass diese also lauten 


m\ / (10) a) __ ’ a a a = 
(7) Fi, tt, aid At) 


/ 
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ur 


in welchem Falle das System auch noch holonom genannt werden soll, so 
werden die Variationen der x, und deren Ableitungen den m Bedingungs- 
gleichungen unterworfen sein 

E oO F, OF, \ fl) Ö F, \ () 

z,(- Oz;+ - dx | Or )=0 (r=1,2...m) 

1 


\ 11 ‘ i } ı 
or; Ir ı or" 


Ki U; 


aus denen, da diese Beziehungen für den gesammten Verlauf der Ver- 
änderungen in dem für das oben erweiterte Hamiltonsche Prineip an- 
genommenen Grössengebiet der f und « erfüllt sein sollen, unter der für 
dieses Prineip gemachten Annahme, dass die Variationen der « 
Grenzen dieses Gebietes verschwinden, sich 


an den 


n »t ui ‚OF, d OF, d OF, 
<i / / (; fl r (10 wir "ih 0 ) dr, du di v- V v 1,? .) 
Pe ; O% di I." du 92. BR 
to ug 
ergiebt. Es werden somit für die Variationen der Grössen x, selbst die in 
diesen linearen homogenen Gleichungen 


(8.) ul - an) = 0 Era 
1 


ve u * [.e 
oO; di dr: / du oz, ’ 


bestehen, und wenn man dieselben mit A,,2,,...,2, multiplieirt und zu (2.) 


addirt, sich die » partiellen Differentialgleichungen ergeben 





( oH d oH d oH x 
p- Re i 
oT; di du ox") 
(9.) uf e 
5 + 2 N OF, d OF, d oF, ) 
x Bi (3=. di 9x.” du 9x. G=l,t.n), 


welche mit den Gleichungen (7.) ein simultanes System von a+ m partiellen 
Differentialgleichungen in den a+m Grössen x, und 4, bilden. 

Ist jedoch das System der auch die Ableitungen der x, enthaltenden 
Bedingungsgleichungen ein nicht holonomes, haben diese also die Form 


| (fd +, de) = 0, 
(10.) 





n \ \ { \ 
a 2: (I + ya + pda) =, 


‚(10) (0 


worin die Coeffieienten der Variationen Functionen von t, u, z,, ©”, 2) sind, 
so wird sich zunächst genau wie vorher das System von Differential- 
gleichungen ergeben 
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öH d oH d oH 
or, di Oz) du da 


(11.) jr 
+ Eh (fr 


= X, 


u dit dx." du Ir" (d=m 1, 2,00, 0)3 
v 0) 





enthalten nun die Bedingungsgleichungen (10.) £ und a nieht expliecite, so 
liefern diese 2m partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


Si (fa a” + Pi 2” + Dr a) =, 

(12.) | (r=1,2,..0), 
Eh al" +a a) = 0, 

1 





welche mit den » partiellen Differentialgleiehungen (11.) zusammen wiederum 
n+ 2m Differentialgleichungen zur Bestimmung der 2» -+m Grössen x, und 
), bilden, so dass im allgemeinen wieder Bedingungen für das Zusammen- 
bestehen der Differentialgleichungen oder für die Auflösbarkeit des Problems 
erfüllt sein müssen. Für den Fall jedoch, dass die Gleichungen (10.) nicht 
von £ und « frei sind, müssen die Methoden zur Behandlung des Problems 
den Bedingungen der Aufgabe angepasst werden. 

In einem vorgelegten Probleme wird im allgemeinen eine Ver- 
änderung einer der Grössen &,, 2, ...,, eine Veränderung der anderen 
hervorbringen, und wir wollen die Ursachen dieser Veränderungen die 
inneren Kräfte nennen; heben wir nun diese Ursachen auf oder lassen wir 
die inneren Kräfte verschwinden, so mag der hieraus resultirende Werth 
von H mit —T bezeichnet werden, sodass sich aus Gleichung (2.) 


i oT d oT d oT 


y 


(tt an K)dm=0 


ergiebt, und wenn man die Zwangsbedingungen aufhebt, die Variationen 
dx, also von einander unabhängig sind, 
oT d oT d oT 


! = X. 


(1: Fa | u A 
(13.) or; + di da” Tr du dal ‚ 


als Veränderungsgleichungen des freien Systems aufgefasst werden können; 
wir wollen ferner die Veränderungen der x,, welche durch die Differential- 
gleichungen 

oT d oT d oT 


f z . 
(14.) or; di dx" du dx. 


=0 
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definirt werden, als die durch die Anfangszustände hervorgerufenen be- 
zeichnen, während die wirklich stattfindenden Veränderungen des freien 
Systems durch die Gleichung (13.) definirt werden, und X, als Ursache 
der Veränderungen jetzt äussere Kräfte genannt werden sollen, wobei 

oT ' en‘ ur 1 d oT 

Or, di 92,” du 9x." 
das Maass der Kraft ist.”) 

Lässt sich das kinetische Potential in zwei additiv verbundene Theile 
zerlegen, von denen der eine — T ist, der andere mit — U bezeichnet werden 
mag, dann soll in Analogie zur Mechanik T die actuelle, — U die potentielle 
Energie genannt werden; wir werden dann sagen, die inneren Kräfte be- 
sitzen eine Kräftefunction U und 

gr oU d oU d oU 


or; di 9x." du Jr" 


% 
ist die auf x, wirkende innere Kratt. 

Nach dem oben bewiesenen Hülfsatz 4. wird die nothwendige und 
hinreichende Bedingung für die Existenz einer Kräftefunction oder eines 
kinetischen Potentials dadurch ausgedrückt sein, dass V, in den zweiten 
partiellen Differentialquotienten linear ist und den sechs Bedingungs- 
gleichungen 


*) Wenn das kinetische Potential höhere partielle Ableitungen als die ersten 
enthält, wird das Maass der Kraft durch 


OT N% d oT d oT d oT 
0x di oz) du O2" di’ Or) 
[04 mn cs. . a 
( ) d’ oT d’ o1l 
dtidu Ox“'! du? Ox 





dargestellt, während das erweiterte d’Alembertsche Princip die Form annimmt 


® er d oH d oH d’ oH 


2 ot; dt or du El") Or SEID 
@ 24H ,d OH 


dt du dx" du’ E32 


- en X, \ ds; =d. 


Für den Beweis, dass der Ausdruck («) der unter der Annahme der Gültigkeit 
des erweiterten Hamiltonschen Prineips allein mögliche Ausdruck für das Maass der 
Kraft ist, verweise ich auf $ 2. meiner „Prineipien der Mechanik“. 

Journal für Mathematik Bd. OXXIV. Heft 3. 32 
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oV, oV; oV, oV, oV, oV, 
dry) . dr” dal” iv dzl?’ dx" pr 9.2 | 

oV, 2 d oV, Ei) (ER OF; 
SE 2 ra dal" du dal” a 9x ’ 

oV, aA: SE a a oV, 
or, du dx” Br" da,” Ro a" ’ 

oV, d oV, d oV, d’ oV, 

oa, di dx\"” du da)” di“ ES) 

d’ oV, d’ oV, oV, 


Y didu 9x du’ 92% dx, 


genügt. 

Sind also z. B. nur zwei abhängige Grössen r, und x, in dem Problem 
vorhanden, und wirkt zwischen diesen durch Raum- und Massengrössen 
oder physikalische Erscheinungen bestimmten Grössen eine innere Kraft AR 
von der Art, dass sie durch einen Ausdruck von der Form 


RA-0W_d 0W _d öW 

 " dt Or!) du Or") 

bestimmt ist, worin W eine Function von t,a,r,r'”,r“” ist, also R nach 
den Gleichungen (48.) und (49.) des Hülfsatzes 4. den beiden partiellen 
Differentialgleichungen identisch genügt: 


OR „daR d OR 


‘ eo 

2 or!) dt Or) du or" 0 
„3 OR 2 d oR ar. 2 0 
“Or Fdu9rd di Or 7 9 


und r eine solche Function von x, und x, ist, dass die auf x, wirkende 


” ” Ö . ° ® 
Kraft durch R=—, die auf x, wirkende durch RZ dargestelt wird, dann 
1 2 


werden, da nach dem Hülfsatz 2. 
OR d OR d oOR e R doR d ORN\ör 
Oz, dt da) duo or dit or) du or W/ Oz, 


öOR d OR d ör ÖR d OR d ÖöRN Or 
or, di gl du 92) _ \ödr di Ir) du Ir) öz, 


(15.) 





ist, die partiellen Difterentialgleichungen, welche die Veränderungen der 
Grössen x, und x, beschreiben, wenn eine Zwangsbedingung zwischen 
diesen nicht gegeben ist, in der Form dargestellt sein 
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oT d oT d oT OR dd OR d oR 


oa, H dt oz!) du da" ai Or, dt oz du dx" 
oT d oT d oT OR d OR d OR 
Or, di Ox{") " du Hz)  9zr, di 9x du x) 


Nehmen wir z. B. als Verallgemeinerung der Weberschen Kraft 


zz — - —- — - . = a 
u k' k- k : k s k k“ 


DD 


r r 4 
worin m, m,, k, i, %, Constanten bedeuten, so genügt A den beiden partiellen 
Differentialgleichungen (15.), und zwar wird die Kräftefunetion dureh 


mm, r 
= "(14 


01)? 


E N r a 


10)2 


h ı 


u 
+ 
dargestellt sein, während die Bewegungsgleichungen die oben angegebene 
Form annehmen. 

Sollen in dem Ausdrucke für das Maass der Kraft 


oT, d oT d oT 


A aa önt dt OzU) + du Oz!) 
72 zm nam nam 
ER Od ih Br oO T + Ö 1 N) # © 1 . ( 1 wor) 
Ox BEAUDFSN Ort) dr . pe TE PR di) dr . 
2 nam ng 
+ o’T CODE, o°T ze o’T (w2) 
a A _ KERDERRUN dr): ' 


die Grössen £,”, x, 2”, x" nicht enthalten sein, so werden 
0° T OÖ 2 Oo 2 T 
oz’? BESSER AU ) O2 N)* 
Constanten sein müssen, und daher T zunächst die Form annehmen 


m __ m (10)? (10) 0 ' (01)? (10) N ‚con 
T az du I ’ + A|, T LT i 7 d,,; T r- p.(t, u, x) Mh -- f > (t, u, q7 J Z 


+ w(t,u,&) 
oder vermöge der geforderten Unabhängigkeit von f,u, x 

T = an” +0,12" ec +a, 
Worin Ay, Ay Ay, a Constanten bedeuten, während das Maass der Kraft durch 

X = 2a. 2” + 2a, 2" +2a, 2” 

dargestellt wird; endlich mag bemerkt werden, dass man in Analogie 
zur Mechanik wägbarer Massen aus später ersichtlichen Gründen in 
Rücksicht auf das Energieprineip für die lebendige Kraft die Form 


wählen wird 


IT =5(c"+=""), 
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so dass das Maass der Kraft in 
ge a (2 +22) +2) 


übergeht, und die lebendige Kraft für » abhängige Variable x, z;, ..., x, durch 


n \2 
10 2 
T=} 2a, (al +2”) 


dargestellt wird.”) 

Um das Analogon zur zweiten Form der Lagrangeschen Gleichungen 
zu entwickeln, bemerke man, dass, wenn 9,,Pa...,p. Grössen sind, durch 
welche 2,2,...,2, so ausgedrückt werden können, dass den Zwangs- 
bedingungen 

F, (6, u, 2, 2. 2) = 0... Fu (b, 8, 2 0 0, 0) = OÖ 
identisch genügt wird, die Differentialgleichungen für die Veränderungen 


der 2, Zu ..., 2, 


oH d oH d oH X + 1 OF R 2 Ö F, x 4 ‚} Ö F,, 
« —_— rn pr Er EepBeer. "5 7 u . er ba "3 =. ..;. - u (i = ee 
O2, di da) du daW Ta" Re "oz, 


*) Der durch die beiden Gleichungen 2’ =0, y" =0oderz=a,1!+P,.,.y=at-+P, 
dargestellten geradlinigen Bewegung eines Punktes in der zy-Ebene entspricht somit die 
durch die Differentialgleichungen 
(20) + 22) + 2) — 0, yo) + 2y()) + yd —(. (20) +23) 4 (0) — 0 
oder 
2 = 19, W)+ WU), y = tg l—-W)+W (u), 3 = 19,(t-u) 4 Wu) 
dargestellte Bewegung eines Punktes auf einer Regelfläche, und ähnliche Beziehungen 
lassen sich als Analogon zu der nächst einfacheren durch die Differentialgleichungen 


de d’y 
’T Bu I " 7 Zu 9: 


oder dureh 


% ;2 . ° 
seh rtotta,y=Üartnt4y, 


dargestellten Bewegung für die Differentialgleichungen 
za) + Ir) + x") ==.Q,; y@ + 2y\') 4 y2) —n 9,» 220) + 9,01) + (02) — Q,; 


in deren Integralen 
9 > g ‘ 
= ,e+Htplt—u)tw(l—u), y=,tttlp(l—u)+y,(t—u), 


2 2 "+1p,(lt—u)+w,(t—u) 


für die Bewegung eines Punktes auf den hierdurch charakterisirten Flächen aufstellen. 
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A ., O8 is > i 
wenn dieselben mit 5, multiplieirt, addirt und 


0% FL P 
q 0 ge 8 


Op; 


5. Ä, 


gesetzt wird, vermöge des Hülfsatzes 2. in 


oH d oRH d oH p 
— $ u 4) 


rer RT Na(l0ı) 5 
Op, dt op”) du Op" 


(16.) 
übergehen, welche wieder in Form eines Integralprineips durch 


(17.) h) f. /" (H-2,P,p,)dudt = 0 

. . l 
dargestellt werden können, wenn die Variationen der Grössen P,,Ps ...,P, 
an den Grenzen des (t, w)-Gebietes verschwinden sollen, und P, als Function 
von £ und u gegeben ist. 

Haben wir nur eine von t und a abhängige Grösse x, auf welche 
eine äussere Ursache der Veränderung nicht wirkt, so liefert das Hamiltonsche 
Prineip 

) [ fi" Hdudt = 0 
tn 


für 
H = yl+c" +2 
die partielle Differentialgleichung 


d Oyl+zl + 201 d Oy1-+ al + ze 0 
di | Ir) + du dr") u \ 


und es wird somit, wenn man z,f,u als Coordinaten auffasst, der durch 
diese drei Coordinaten bestimmte Punkt sich auf einer Minimalfläche be- 
wegen — worauf wir später bei dem erweiterten Prineip der kleinsten 
Wirkung wieder zurückkommen werden. 


$ 3. 


Das erweiterte Prineip der Erhaltung der lebendieen Kraft. 
o o 


Gehen wir von den Gleichungen 


(1.) 


oH d oH d oH _Pp 
op, di pur) du ap") Tu (s=1,2,..., 4) 
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aus, so ergeben sich zunächst die beiden Beziehungen 


ee it FE ug 
IT. Tape dt Op du op) a 
u $ an — Br; 7 — m sPs b) 


op FE Hope Te dp 


welche, wenn A die unabhängigen Variabeln £ und « nicht explieite enthält, 
vermöge der Beziehungen 


dt $ Op, S $ opt) $ rn. opt) P; b) 
As wi y El mx dH ‚om 
du Or Opium er Op) 
in 
(2.) dH d >» p“"” OH = d we (10) OH # > pP p\"” 
, BE ME u Sei u, Name. 9 
(3.) dh d > „0 oH ER d >53 „) oH N B5 P p" 
du de. Due Uses 


übergehen. 
Durch Multiplication der Gleichungen (2.) und (3.) mit dt und du 
und Addition folgt 


(f d au OH d (u OH | 
dH-\|4, 2, $ pt) + du =», pt) di 


(4.) . 
d < 01) OH d (01) oH \ [54 
-H F —,P; opt”) + du 2,p, | du; =, P. dp,, 





und aus dieser Gleichung kann nicht, wie aus der analogen für eine un- 
abhängige Variable, ein Integral der partiellen Differentialgleichungen (2.) 
hergeleitet, sondern nur geschlossen werden, dass, wenn die äusseren Kräfte 
P, als Constanten oder als solche Funetionen der abhängigen Variabeln 
gegeben sind, dass &, P, dp, ein vollständiges Differential ist, die Klammer | | 
in Gleichung (4.) mit Benutzung der Differentialgleichungen (1.) ebenfalls 
ein vollständiges Differential sein wird. ”*) 


*) So wird z. DB. für 
H = pp!" p, a0 


die Differentialgleichung (1.) in 


(«) pi p" FH ) pp“'» — () 





rg 


Y 
V 


u 
W 


Mr 
Je 


e] 
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Für kinetische Potentiale erster Ordnung H mit nur einer unabängigen 
Variablen £ folgt, wenn das Problem vermöge der gegebenen Bedingungs- 
gleichungen auf nur eine abhängige Variable p führt, und die Kraft P 
constant oder eine Function von p ist, aus dem durch die Gleichung 

p ıSt, - 


H—p un = /p dp-+h 


ausgedrückten Energieprineip, zu dessen Gültigkeit angenommen werden 
muss, dass H die unabhängige Variable £ nicht explieite enthält, durch 
Differentiation nach i die Zagrangesche Bewegungsgleichung 
oH d oH 
op di op’ 


2 


während für mehr als eine abhängige Variable das Energieprineip die Be- 
wegungsgleichungen nicht nothwendig nach sich zieht, sondern nur umgekehrt 
aus den letzteren die Existenz des ersteren gefolgert werden kann. 

Gehen wir nun in Analogie zur Mechanik wägbarer Massen für 
kinetische Potentiale erster Ordnung H von zwei unabhängigen Variablen 
t und a, und einer abhängigen Variablen, auf welche allein die Bedingungen 


übergehen, und die oben bezeichnete Klammer die Form 


Adt + Bdu 
annehmen, worin 


A= 2 pp? + pp pr + pp, B=2pm pe? + pp" pP? +3 pp" p""' 
ist; es folgt aber aus 
GA 7 ee en N 
Fr 9 pe PD AD HN? HEN + pp pED + pp"! pt 

+3 pp" +53 pp" p 
T: = 2 pm? pa + Tpl pn pn + pp) + pp" p9 + ppl” pi 


+ 5 pp""’" + 5 pp!” p" 
die Differenz 


BR SU u. So Kae 


a Ze > Wr ER EEE, 


du 
und man sieht unmittelbar, dass, wenn die Gleichung («) nach t und «# differentiirt 
wird, sich durch Multiplication der so erhaltenen Gleichungen mit p' und p“'” und 
Subtraetion 
dA dB 
du di 
ergiebt. 
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der Aufgabe führen sollen, von der durch die Gleichung 


(d.) H — p“ N — p® 2 =; Pdp+h 
dargestellten Form des Energieprineips aus, zu dessen Existenz wiederum 
angenommen werden soll, dass 4 die unabhängigen Variablen £ und a nicht 
explieite enthält, und differentiiren die Gleichung (5.) nach t und u, so ergiebt 
sich, unter der Voraussetzung, dass P constant oder als Function von p 
gegeben ist, 
„0 (28 _ za OH _ „om ö®H 


Op pi" op d pn) Op 
> 0) (10) © “H (1) O®H 
(6.) N a) 
cu o’H u OR 2. I 
E p“” (p a PTIDETIDN p" 3,005) “ Pp“ , 
oH o°’H o°’H 
(01) a ee U: 73 de 2. Se ze 
p (< op —Pp De Ku p Op) 35) 
o’H 
(11) (10) (01) 
(?.) p (p ran rPp op) Opı" 


o’H o’H 
(02) (10) Peilnd (01) -— Pn(01) 
p (p Op) op") + p SR =1 pP. 
Multiplieirt man diese Gleichungen mit 
o’H q o’H 
Hpum® un Opu)öpen) 


und addirt dieselben, so erhält man, wenn das kinetische Potential H der Be- 
dingung unterworfen wird, dass dasselbe die Beziehung 





OH o’H 
(8.) opum? f open? 7 = (nam) 
identisch befriedigt, nach Division der so entstandenen Gleichung durch 
o’H o’H 
BR ee; (01) Kan: 
pi’ 7 p pi) Open) I 
welcher Ausdruck als von Null verschieden vorausgesetzt wird, die Be- 
ziehung 


OH _ cu O’H .n 0 BR; 
Fr ) us Pr p „ > ET < 
op ! opt) Op op!) Op op? 
o’H (11) o’H (12) _ P 


Op" op) p u open: 
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oder die erweiterte Zagrangesche Gleichung 


(9.) oH d oH d eH be p 
m op ’ dt op) ar du « pt) er 9 


und zwar sieht man leicht, dass die Bedingung (8.) nothwendig und hin- 
reichend dafür ist, dass sich aus dem Energieprineip die Lagrangesche 
(rleichung herleiten lässt. 

Für den dem freien und unfreien Systeme in der Mechanik wägbarer 
Massen entsprechenden Fall, in welchem das kinetische Potential H in den 


(10) 
’ 


Grössen p, p“'”’, p'"’ homogen vom zweiten Grade ist mit constanten oder von 


p abhängigen Coefficienten, also die Form hat 


H _ fi (P) r 7 fi: (P) p“ fie r fü: (P) pP m + f (pP); 


erfordert die Existenz des Energieprineips nach (8.) die identische Beziehung 


\ 
\ 


fu(p) = + fu (P) fü (P); 


und es nimmt somit für die Form des kinetischen Potentials 


2m Pf 0) | > N (HM) \2 4; / 
A = (Vfu(Cp) pP" + Vf ep" + CP), 
worin der erste Theil nach dem Früheren als die lebendige Araft aufzufassen 
ist 


‚ das Energieprincip die Gestalt an 


1 


- (fu (dp + Yun ldp"”’"+flp) =h. 
Die Annahme, dass das Energieprineip die Form besitzt 
. OB oH | 
\ 10 (1 Rz > N / / { 
(10) Hp" aan —P"” am =,/ Pap+ flo (p,p"”,p 

worin f eine beliebige, eine noch zu bestimmende Function ist, also ein 
/Zwischenintegral der Lagrangeschen partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung (9.) sein soll, führt auf die den Gleiehungen (6.) und (7.) analogen 
Beziehungen, deren rechte Seiten durch 


dm) df (Op mw TR. . wo) 1 _OP 11) \ 
Fp  dgy (5, E op pP - Op"! m » 
R if Ö Y ° 04 F | 2 g 

)] ( | Ze 11 a} | 
ep dp ‘op Op" pP op" rn; 


dargestellt sind, und man sieht unmittelbar, dass die Multiplieation dieser 
Gleichungen mit 


und 


10) 2 


Addition derselben und Identifieirung mit (9.) unter Beibehaltung der Be- 
Journal für Mathematik Bd. OXXIV. Heft 4. 39 
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dingung (8.) verlangt, dass p eine Constante ist, dass wir also auf die Gleichung 
(5.) zurückgeführt werden. 
Soll jedoch die Funetion g auch # und u explieite enthalten dürfen, 
so wird zunächst 
: ( o*H ot o’H 
= > AT; 


ot op“? on opW op" 
identisch befriedigt sein müssen, und da, wie wir eben gesehen haben. 
y von p, p"”, p“’ unabhängig sein muss, vermöge (8.) 
DR A I Zn 
op" op"”op op"? ol ou 
sein, in welchem Falle dann das Energieprineip die Form annimmt 


„ oH un OH 
) _ p@ 


(1) 


H—p = o(t—u), 


op 10) op" 
worin © eine willkürliche Funetion bedeutet, also selbst ein Zwischen- 
integral ist; so wird, wenn in Analogie zur Mechanik wägbarer Massen, 


wie oben hervorgehoben, die lebendige Kraft in der Form 


D 2 
rys 12 0 () x ü 10) f B N 
T= (29 +29) also H=—L (242) +f(p) 


angenommen wird, das Energieprincip durch das Zwischenintegral dar- 
vestellt sein 
104 


w 
> (29 +z")+f(p = wlt-u). 


Um zu sehen, ob auch für zwei abhängige Variable das in der ana- 
logen Form angenommene Energieprineip 


H — (pf oH pam oH )— (pi oH pe _. 
Pi op 1 P: ( pi) / Pı op"! j P: opt) 


(11.) en 
,; (P, dp, + P; dp.) +h, 


worin P, und P, solche Funetionen von p, und p, sind, dass 


P,dp, + P.dp; 





ein vollständiges Differential ist, unter bestimmt zu formulirenden Bedingungen 
nothwendig auf die Lagrangeschen Gleichungen führt, die in der Form 


64 a Ed DE m 
1 IN | ( P; u dt« pi” du « p\" er 19 
ts.) | eH = d oR d oH er 


op. dt Ep‘ du op) 
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oder, da H wiederum die unabhängigen Variablen £ und # nieht explieite 


enthalten soll, durch 








OH o’H 2a) _ oH ‚a0 oH | 
op, op Op, Pi op” Op, P: op") Op Pi Ip" 
a, ”H . o®H o’H . 0? 
(13.) MR i = y u € Br ” pi) u nn p\ ) 
op, op\, op ) op‘ «e p', ) ( p‘ 
a 
Or op! ’op‘" op’) op‘; 
oa << H za _ H yo). o’H „(on 
Op, ( pi op, Pı Ö p\! ); p,f - : p\« p Pı } p‘ 
h o°H 8° H Mae, ö° 
(14.) En a „av >) m(10 Pı Se (10 ı Pı u; 10) 2 P: 2 | 
Op, op, OP, up, Op, N P\, 
2 o’H n e oH v o’H » 
C p\,’ N p" op > 1)«e 'p ) op’ 


gegeben sind, differentiire man die Gleiehung (11.) nach { 
dass sich 





y' CO H 10) B x | ( o’H 
| Pı zw Hi, Pu | ra‘ P: 
a=1,20Ppu" arel,2 \pl”op, 
o’H o’H 
+ . J + 
8 } 100), (1V)) P; p (] | 
(15.) op. ‘ P, P 4 I 
x nf OH | o®H in o®H 
-—n du V ) z - r fj 1 rer ver ) 2 
U,V l ‚Pu \öp@w P; P, ( pP op‘, ‚P: ( / ( P, 
P I0 ) | 
=P,pi +PF.p 
3 PR a DR Ä 
u 7 Pu —— =ur» P | Ay)? P; 
u 1,2 OPıu u.» 1.2 as PP. ’OP, 
o’H FEAR o’H 
l ’ Be 
N (WW) Im) Pr ns 10) 
(16.) ( P\, Z p p\, ( P, 
. n(_ 9’ IR ö°H R d2H 
56 — H.v ) - 01) / ), "WarZ 0) 5 l ) ) (} { 
ee \opwnon, F Opa Fr T apinäp 





zu. F ee -I P,p: l 


ergiebt; addirt man nun die mit den willkürlichen Grössen A,, 4 


eirten Gleichungen (15.) und (16.), ebenso die mit 


PT . 0 . 0) 1 5% 0 
u,Ppi +Apı’, kp: + hp ’ 


')yg pi" 


und w. so 


) P: J 


( ) \ 


u) 


multipli- 


multiplieirten Gleichungen (13.) und (14.) zu einander, so stimmen für be- 


liebige Werthe von A, und A, die Coeffieienten der ersten partiellen Ableitungen 


“ ı)% 
e)«) 
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von H und die rechten Seiten in den resultirenden Gleichungen überein; 
um nun ferner die von den zweiten partiellen Ableitungen der p freien 
Glieder in Uebereinstimmung zu bringen, wird sich, wie leicht zu sehen, 
als Bedingung die Existenz der beiden Beziehungen ergeben 
17) ö°®H ö°H ö®H o®H 
e. — 4 ——— 


opl)op,  OpW "op, opl")op,  OplWop, 


Vergleicht man nun die Üoeffieienten von p}”’, so erhält man 





2, (pi ni 2 (io) T pi’ A) R... (10) + pr” 7 = (10) + px" ; = eo) 
op) öp! op op! Op) op‘ pl op! 
n2 2 
ne (}, pi + h,pı ') Zn 7 (kp! ’+1,p) F: Cm Zei 
oder 
h, (pi 0 Ara, 2 an - zn 
18. p\") op! pl) op! 
\ : nr (pi hf pi z OH e) 
2 op) 2 op) op!" ’ 
und soll — was zur Identifieirung der oben hergeleiteten Gleichungen mit 


den Differentialgleichungen (13.) und (14.) nothwendig und hinreichend ist — 
diese Beziehung für mindestens zwei Werthepaare von 4, und A, bestehen. 
so folgt die Bedingungsgleichung 

o’H o’H o°’H o°’H 


19.) "\ n ir - =, r ( r Pa f 
( / op) op opl'’) op“) op) op") opt opt!)? 


und verfährt man genau ebenso für die Identificirung der Üoefficienten von 
pi”, pi, pi”, pl”, p%”’, so ergeben sich als nothwendige und hinreichende 
Bedingungen für dieselben Werthepaare 

03 2 n2 n. 

(Z0.) game Sansa u. ZEmär age d b) 9 

Y Y Z F ’ Y M ; 
worin «, 9, y die Zahlen 1 oder 2 bedeuten und 5 den Index (10) oder (01) 
darstellt. 

Wir finden somit mit Zuziehung der Gleichungen (17.) als noth- 
wendige und hinreichende Bedingungen dafür, dass für das durch die beiden 
l,agrangeschen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

dH d oH d oH oH d oH d oH 


_: 26 _ A N 
op, de Op ou Op" 3 Op, dt Op du copy 


beschriebene Problem, worin das von p., P» pi”, pi, p3”, p!"” abhängige 





A 
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kinetische Potential H die unabhängigen Variabeln t und u nicht explicite ent- 
hält, und die von p, und p, abhängigen äusseren Kräfte P, und P, der Be- 
schränkung unterliegen 

öP, op, 


C P; op, 


das Princip von der Erhaltung der lebendigen Kraft in der Form e.wistirt 








oH u f u O8 oH 
10 ' (10 (01) 
| ae (» op pP pi) (pi open! P: op\' 
21.) | | | 
/(P, dp, + P,dp,) + h 
— und es ist dies die einzig mögliche Form — die identisch zu befriedigenden 
Beziehungen 
o®’H o’H WER ; o’H 
opi" op, op!" op. ) op \ n P: Oo p er ( p 
oH o’H oH o0°H / o’H 
pi) Hp") Fr 10) Ip" op" Ip’ "\An An 
(22.) 5 x P; P,'’oPp; | P; f pP, °P, 
s o’H o0°H { o’H y o’H o’H o’H 
op op‘ Per op op‘" ä op) opi’ op, ( pP; \opW Op," / ’ 
er eu: #9 o’H o®H o°H o’H 
op op" Eu e pi" op‘" ® P p . op“" op,‘ = / p," / p, op, Du 


Für den dem freien Systeme in der Mechanik wägbarer Massen ent- 
sprechenden Fall, in welchem das kinetische Potential H in den Grössen 
pi”, pt’, pi”, pi homogen vom zweiten Grade ist mit constanten Coefficienten*), 


also die Form hat 


H=aypı’ +cpı" +@p” +0,p"+2b,p" pi +2b,pip: 


0 ! 


+ 2b, pi” pP” + 2b,pi pr + 2b,pi pr” +26 PX" pr” + f(Pı,P:) 


liefern die oben aufgestellten Beziehungen die für die Existenz des Prineips 
der Erhaltung der lebendigen Kraft nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen zwischen den eonstanten Coefficienten 


Bene, Bene, eb, so =uCc, bb, =b, ab = cb., 
*) Man sieht unmittelbar, dass auch Glieder vom ersten Grade in den ersten 


partiellen Differentialquotienten der Grössen p, und p, mit constanten Üoefficienten vor- 
kommen dürfen. 
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und es nimmt somit, wie leicht zu sehen, für die Form des kinetischen 
Potentials 


H= Alapi”’ + Ppi") + Bla” + PX) 

+ Clapi" Are ep” +PpX") + f(Pı> Po); 
worin A, B, C, «a, P willkürliche Constanten a das Princip der Er- 
haltung der lebendigen Kraft die Gestalt an 
— Alap "+ Ppi") -Blap + PP") — Clapi” + Ppi”) Cap!” + Pp2”) 

Hf(p,P) = / (Pıdp, + P.dp,) + h. 
Aus den oben gefundenen Bedingungsgleichungen für das kinetische 
Potential 


o’H o©°’H ’ ©’H ) a” o’H © u ( o’H ) 
Trür- = an ren ( Tr = z— r 
pi Op“ op) Op\" op" Op® op op" 


tolgt bekanntlich 


oH oH m Bu, 
ao = 9 (Jumm» Du 9, PD”, Pl”), 
23.) 
zn j 
© H ( oO H 0) on 
öpim = P opn > Pr Pu» Pi, Pi), 





worin die Funetionen g und w noch weiteren Bedingungen zu unterwerfen 
sind. Differentiirt man nämlich diese beiden Gleichungen nach pÜ” und p!”, 


so ergiebt sich 


OH 0y o’H OH oy o’H 
op ’ Ash Ö H op“ op!" }) Oo pi” ER oH op\" op! ? 
op ” opi 
und dureh Multiplieation mit 
o’H | o°H 
Zus; Fi 


wi 


2 ı 


und Addition vermöge der oben geforderten Beziehung 


o’H - o’H ©*H 


(10)? 9 


pi” op Op,” opi 
die Bedingungsgleichung 


ow Oy 
(JAN ii i 
(24, 
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Differentiirt man ferner die Gleichungen (23.) nach p‘"” und pl, so 
ergiebt sich vermöge (24.) und der zu erfüllenden Beziehung 
o®’H oH 
op) cp") : op) Ip) 
für die partiellen Differentialquotienten der Funetionen y und w nach den 
in diesen explieite vorkommenden Grössen p\" und p3": 


(25.) a ER. . 
op!) / p\ ) 
und ebenso 
ap \ a 09 
(26.) / p 1) - op‘ 1 


man genügt somit den Gleichungen (24.), (25.). (26.), wenn man (23.) die 
Form giebt 


2 u u N 29 | 
ap = @ (PP) aan F 91 (Pi, Po) PE + 0. (Pı, Pe) PE +0 (Pı, P.), 
oH 25 ( \ / \ (11 ' ( \ ( ' / 
pe ®(Pı, P:) öpia” 0\P, P)Pı "r@(Pı.P)Pı 7W,(Pı,P 
Da aber durch Differentiation nach p, und p, 
o’H o’H 0» OH dw _un., d® Cu 
’ / r —z 60 r P 7 PA ’ 14) , , u ii = I, ’- r “ 
op, op, op, op. op, op\ ’ m OP; Ber op op 
o’H en o’H 4 @i0, cH oW . ( v, 1), 008 
=— & u BD A - ir Fu I),  —4- na 
op op, op mop, op op) - op, P: op Pi op 


so ergiebt sich durch Subtraction vermöge der beiden ersten Gleichungen (22.) 


oo oH _. 0» oo ı, 00 


- I — ud Pipeline 2... DE 
Op, op‘) CP, P: 4 OP, P: OP. 
O0 oH R c (H ’ ‚00, i 4 W 
a N I 9 bl 
op, op‘ 2 op P: op P: op 
und somit H quadratisch in p}"”, pi’, pl’, pi”. Setzen wir daher 


10)? 01)? ı 10)? > l) ) 10 01) 

H= fuPi +fupi + pP” + np!" "+ 9, pl” pi 
(10) „(10 Rs | 11) „(10) | (01 
ep er Tpp m tpap pr +YsPpı pP: 
(10) | (10) 


+ pp’ + vıp: 


1 ) v1) 
+ +wp +yv,pm’+w, 


worin die Functionen f, y, w nur von p, und p, abhängen, und nach den oben 
für die Existenz des Prineips der Erhaltung der lebendigen Kraft aufgestellten 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, wie leicht zu sehen, den Be- 
schränkungen unterliegen, dass 
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4 Fu fo = p, 4 fu fi: u pP, = 4%, fo fo» = fa fin; 9: Y; = 3, 
fi P = füı #5; 
1 _ 9 M_IMmM M_MmM 9 _9ghn 9 _9M 


ur eB TR u. Op,’ Op, Op’ 
> Ö IS m 09, og, . — 9 Of, oW, ie OW, . 
Op, :0p,' . 0, Op,’ op, op, ' A 
so erhalten wir das Energieprincip in der Form 5 
ee © „0 OH na FAR 4 
A—(P op "pP 3507) (p zum mp: pw, # 


= /(P, dp +P;.dp.)+h 


für den dem freien und unfreien Systeme in der Mechanik wägbarer Massen 
entsprechenden Fall. 

Nachdem wir die Form des Prineips der Energie dadurch gefunden, 
dass wir für kinetische Potentiale erster Ordnung eine zwischen den beiden 
unabhängigen Variablen £ und a, einer oder zwei abhängigen Variabeln und 
deren ersten partiellen Ableitungen bestehende Beziehung suchten, welche 
die Existenz der Lagrangeschen Gleichungen nothwendig nach sich zog, 
wollen wir jetzt umgekehrt aus den Zagrangeschen Gleichungen das Be- 
stehen jener Beziehung, welche das Energieprineip darstellt, herleiten, um 
so zu der für beliebig viele abhängige Variable analogen Relation zu ge- 
langen, die dann nicht mehr, wie es auch in der Mechanik wägbarer 
Massen der Fall ist, das Bestehen der ZLagrangeschen Gleichung zur noth- 
wendigen Folge hat. 

Es wird genügen, zunächst den Fall einer abhängigen Variablen p 
ins Auge zu fassen, für den sich aus der Lagrangeschen Gleichung 

27) oH _ d OH _d öH _], 


op dt op) du op") 


der Gleichung (4.) gemäss 


a + som)] dt 





(DNS 
u .) r 
J d (01) oH (01 
R is mt du (p fr )) hd 
ergiebt. Soll sich nun hieraus das Energieprineip in der Form : 
„ oH on OH 
29.) H—p“ dpi 2 pn) / Pdp+h 





ı) 
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herleiten lassen, so würde durch totale Differentiation 





ar mn OHN\N, df m  OHN / 
ui | | - { 
dH dt \p opum/ dt p op" /) 
(30. 
OU) 
Fa fi, oH Kr OH | 
ne | du p | op" ) | du pP op | du | Fdp 
f folgen, und die Identifieirung der beiden Beziehungen (28.) und (30, 
” liefert die Gleichungen 
= d/ on OHN d/ m OH \ BR Ef aa OM d OH 
I, dı \P opt) / du p\' / du \P op") / di BR p 
d 
| oder 
o*H (10) „(02 I) „ (11) oH ( 
öpeon (P p ads EB Op) Op) PP  - 
o®’H (10) „,(02) (01) „(11) o’H ,_ ) (20) | ' 
op!) op) (p p Kain p p / op" )) p p /’ P 


woraus sich die für die Existenz des Prineips der Energie nothwendige 
und hinreichende Bedingung für das kinetische Potential H ergiebt: 


aH 0°’H / o°H 


opt)’ op“ Bm 7‘ op“ op‘ 


(zenau ebenso ergeben sich die oben für das von zwei abhängigen 
Variabeln abhängende kinetische Potential zur Existenz des Prineips der 
Energie gefundenen nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, und all- 
semein werden sich für das in der Form 


’ i u . oH u 2; oH /* 
(31.) H—- 2.P: u — 2: Pl’. = /[ 2, P,dp, +h 
i ie A 


darzustellende Energieprineip durch Identifieirung der Gleichung (4.) und des 
totalen Differentiales von (31.) 


|d 2 00 OH  dE un OH | 
$- ii: | f 
dH | di ug I opt) N dt r P, op‘ 7, | di 
(| d “au oH d x OH \ # n 
ir (01) In 
ldu 7 P: op") du 7 he pi") } du Ed} 
die Gleichungen ergeben 
d 4a oH "BUBEN oH d . coH d oH 
Ns vm(1) ie x (10) x (10) x r 
dt _ P: opı du _. s op”) und du - pP Op T dt _ pP Op‘ 
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aus denen genau wie oben für eine oder zwei abhängige Variable die für 
das Bestehen des Energieprineips nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen hergeleitet werden können, denen das von 


, (10) (10) (01) (1) 
t, uU, Pı>z ++» Pu> JuEEEr D Ra a Pu 


abhängige kinetische Potential 9 genügen muss. 


$4. 


Das erweiterte Prineip der kleinsten Wirkung. 


Betrachtet man in dem Doppelintegrale 


J= A / [ (z,y,2.p,g) dy de, 


“ 
To ’o 
w Im 
( = © 2y 


worin p ==, q= 5, ist, ze und y als Funectionen von v® und w, so wird, 
OX ( 


wenn 
BR, 0) © LI 01 Ö Y 1 Ö „ (01 Ö 3 (10) 02 (01) 
= c"”, n = IT . nn r Y f n u 4 n ‘"—öß 4 -_ =%2 ’ 
ov ow ' ot ow Od ow 
und 
Ox oy ( Y Ox (10) ..wı (91) „.A0) 
(1. — = - = a =D= 2 ya) y 
MYER ov OW cv oWw : 
sesetzt wird, 
- (10) 4,(01) „(01) „,(10) „(01) „»(10) __ (10) „(01 
o\ FRE 00 Sue... gr zu 2 
et, D D 


sein, und somit bekanntlich, wenn 


(3.) ne. u u 


_ 201) yıD) z(01) 2(10) _ (10) 201) 
wi 
er h) sc Zu (19) (01) (10) (1 
=Fia,y,s,2”,2,y',y ',2',2') 
gesetzt wird, das vorgelegte Doppelintegral für die "Transformation des (z, y)- 
Gebietes in das (v, w)-Gebiet in 


(4) J=/ /[ Fays.”, a, y'",y"?,2'9, 20%) dw do 


übergehen. 

Soll nun die Variation des gegebenen Doppelintegrales unter der 
Voraussetzung entwickelt werden, dass auch die Grenzen des gegebenen 
‘x, y)-Gebietes varliren, so wird man die Gleichung (4.) so zu varliren 
haben, dass do und dw am Rande des (v, w)-Gebietes verschwinden, und 
wir erhalten somit 
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ec] „llty JF d Od F d Br F 
+ Rz; ;5 ui 
/ ö; oz dv x de Or." ) Oz dw dı 


”  dwoy 


€ “ cd) F l Ö ” , FR 
2, (de du ) dydwdo 
tr; r / > ) Ä . F | 

r/ J \Oz dv Oz) dw 02" ) )z dw de 


| 2 oF oF dwz%ı \ ] 
F r ; _ dx de 
(5.) 3 Br gr) dv | e 


“o ß, OF = | 
L | de 
| / Er | du) de ydı 


oF OF dw 


.o u w » ei 
i N 02 Oo dv wa Be 0x“ 


- 
= 


+| ( z dydew| +| [ 2 dzdw| . 


[Du 








Nun ist aber leicht zu sehen, dass 


3F af OF of OF 
Fur et 


OX or’ oy ey’ 02 02’ 

oO F Ba fy } (y"" of a 1) of \ yıW zul u | ° | 
(} 2.0) ‘ EZ Op ER Oo q/ D 

Q F u f 1) 1 ( 10) of ur r 11) or) Y 0 S Y a. | 
oc" y I op "vr og’ D 

oF A.  OFN\ zUD 20) _ 20) zit 
a = fa" +(—y < +2, 
oy“) op og D 


oF ca of OfN 200 z0 20) züı 
= fa + ( er z2\" 


ay\’V Op og D 
Or _ mm OF __ m A, zum A 
02 op F oq' 02) Y op % oq' 


und daraus vermöge einer einfachen Rechnung 
oF d oF d o) F 10 7 2 10 f n f d of d af \ 
’ op dy U q j 


nn 
o 
— 
[A 
Pu 
I) 
>. 
= 


f 
oz dv da) dw da" \ 
oF d öF d oF ( ’ d of 

H dy ög/ 
[ 
\ 


n 

— 
Fr 
wu 
Ey 

— 


— — 


} 
H 


oy de Ay”) dw oy 


n 
A 
- 
u 
— 
£) 
Ex 
— 
_ 


oF d oF d oF nn ’ ’ o\ /of d of d of 
> — on an elety _ 2 yew) (© — — N 
0% dv O2 dw oz‘ \ O2 dz op dy og/ 
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so dass die Summe der drei ersten Doppelintegrale der rechten Seite der 
Gleichung (5.) in 
of d of d of 


yırf p3 Be / % * r \ ” 
J h; \dz dz Op dy 30) (02 pIx qdy) dy dr 


übergeht. Ebenso einfach folgt, dass 
E öF OF dw\ , | 
? ‚027 

J ga" dr) dv/ 


“no 


[Ze oF dw\ N, 
10) de ) ”. 


ayıv  oy 


HE 


O2 


22 of Oo l EZ ’ v 
+ | > 5 u) O 03—p Or — g0 DIR dr e. Is (dy —y vn] dx 


co zo 


1 
und 


y y 1 Oo F \ ” 1 
| / 2,0 0x dw 
x OF As J, 


| | F f(dx —- x'dy) ay) + | : a (dia Pr of )(dz—-pdoxr—gdy) ay| 


wı OF OF 


+ | / EA) dy dw| + | f: 5,0) 02 dw] 


0 « Y 0 « eo 
ng wo 


54 
yo 
dx " . ’ 
ist, wenn , = x an der Begrenzung gesetzt wird, und es ergiebt sich 
Yy 


somit durch Zusammensetzung dieser 'T'ransformationen 


0 £* f(z,9,2,p,g)dyda 


u) /o 


EC BR. of _ of (dz—-pdxz—goy)dydz 


02 dx op dy og 


Lo 


(6.) P / = Ir, — yo 2)| dx + | Fa ((dz—-« ) y) ay|. 


xo Yo 


Tr 55) (ds—-pdz-göy)| dx 


HE Mose‘ 


vo 





Die Gestalt der Variation des Doppelintegrales für den Fall, dass 
mehr als eine abhängige Variable in der Function unter dem Integrale vor- 
kommt, ist unmittelbar ersichtlich. 











u} 


Königsberger, Principien der Mechanik für mehrere unabhängige Variable. 257 


Seien nun die erweiterten Lagrangeschen Gleichungen gegeben 


(7.) en An a AT 
rn, op di op!” duc« p\ 1) 
und werde 
8 «" .. öH 
(8.) Bee en 
| - op‘ ) ! » L ( p\ |) 


gesetzt, so erhält man unter der Voraussetzung, dass auch die unabhängigen 
Variabeln £ und a selbst variiren sollen — eine Voraussetzung, die unter 
der nachher zu machenden Annahme der Gültigkeit des Energieprineips 


aus bekannten Gründen nothwendig ist — vermöge der Beziehung (6.): 


El Hdudt 


4 „,öH d oh ee 
R Ar - dp, pt p”dn)du. 
R J - (37 dt Op) du öp nd /\ BP v-P u)dudt 
(9) r | 022 on] dt | / Boöt-toöu du) 
ad = oH cH dun u 
— = (N s 10) ) | 
| / [2 re p 1) - pi" di ) op p ot p u | It 
| wı # 7 OH oH di\, 0, 
u 5 / - \ öp At = j p" d 2 ) d p — p ( { - p OH) d u 





“0 


oder nach (8.) 


h) I | Hdudt 


hf »” ur Ü H d / H d q H \ . 2; 
_ 5 E e (dp. — pm dt— pi® du) 
F J \ 57, dt op“) du OpW)/ ud u a u) dudt 


2) uo 


B= e IE(u— udn] dt +| [ E dt—tdu du) 


afayr oh öH ze 
(10.) -/ (2,01 - 3m du) (p&” + pl" w)| dt 
u u P H oH \ j | | 
+ L/ =: Kanon 9t = dp00) du) (p ’+p, 't du) 
prüfe (öH OH ,, i 
” / > \Opin 7 ap F) Ip, 4 


ro 


+[ ar I 3 ap ")op.du|| 





Y 
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Bildet man nun, indem man die unabhängigen Variabeln t und u als 
Funetionen von zwei Grössen & und 7 auffasst, welche an den Grenzen des 
dem (t, w)-Gebiete entsprechenden ($, 7)-Gebietes nieht variiren, und 

II u) =D 


setzt, 
| 4 E23 Bandit =D" y EDdnd: 
_ ff" DaBand: + (" f" EöDands of: "" oEdudt 
(11.) &o 70 0 no “o 


m LED un, BD 5. | 
+/ / 167 ot “5 ol) FR dnds 


Be .. R 
re E( ee Pu" )dnaE, 





&, dass das kinetische Potential den oben er- 
wähnten nothwendigen und hinreichenden Bedingungen genügt, und unter 
der Annahme, dass äussere Kräfte nieht vorhanden sind, 


worin unter der RESET 








oH ee; oH 
E=H-J ‚p m — 3, pl” - =# 
Er 0 « (10) 0 v 2 „10) 
op, P, 
das Prineip der Energie ausdrückt. 
Nun folgt aber aus 
„ı oD döt [oD „,Y d oD ,„ 
/ sm —4dn= | Oi E — — Otdn , 
i eo) dn .oV ns dn co" 
,o 
ı OD ddu oD WE vı d oD 
- dn=|- dul — R Judn 
/ ou) dn Lou") Ins J/ dn ou") er 
dass 
irybrae As. r 
/ / (Sm 1 + EpmT du ) dnds 
’ 5 no 
(12.) 
\ x .E Ar j 
= / [- u" It+ Sul. IE — FE F (u) dt +" du)dnds 
« no 
co 





ist, ferner aus 
d 1 oD 5 u © oD döt oD dn ”: 
tdn= "(dt , ae + 912] 
as.) am Itan J u Zr Br-TID a5) "Lo di E 


/ 
iu 
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und der entsprechenden für die Variable # die Beziehung 


(13.) er 


und es 


(14.) 


über. 





(15.) 








ed nn SE una 
/ / ( IE) + — Ju ") dn ds 
. ö ol ou th: 
A |) 0 


or aNı . x 4 \ \ e 
a / / (yrde— U’) ou dr ds 
7 no 


4 | [ e am dt—- I" du) an] 


LE 
sl 
-0 


A Fi (u ) Jr — 0) du) es | F ds, 


’dE 





so 


geht somit vermöge (12.) und (13.) die Gleichung (11.) in 


9 [ / Eandt= [ / VEdudi 


1} 


u 





+ h | (ao " N) u) dn| FE / (u Ve —- I du 


n 0 


+ IE du) . ds | = [ | [ 0 Edudt 


+h | | / | (du - Indu| + / | (du—wdt | dt 





Durch Subtraction der Gleichung (14.) von (10.) erhält man somit 


IS (H— E)dudt 


nz U) r (© H d oH d cH * 10 (01 
2 / / =\ op di op) du HpWV / Ip, - fi dt—p On)dudt 


— » F' JEdudt 


en fü =. ( En 24. oH )u) (pi + p' u) ! dt 


' -ı op" opu 
A oH 5 \/ OD. „a0 
+| / - \öp: u op“ ‚Ju)(p “ pP: )du| 


pay öH DH N a 
== / x. ®. u . 7 ) p.| Jf 
1 / 


\ op“ I) op‘ En 


Br ur 3 


| an Om.‘ MR Ip. du] - 
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Sollen nun die Werthe von ?,,...,p, den Lagrangeschen Gleichungen 
(4.) für verschwindende äussere Kräfte*) Genüge leisten, und ausserdem 
ihre Variationen an den Grenzen des (t, u)-Gebietes verschwinden, so geht 
das durch die Gleichung (15.) ausgedrückte Princeip der kleinsten Wirkung in 


(16.) 8 (" ["(H-E)dudı = — ® [ $Edudt, 


uo 


und bei der Annahme, dass die verglichenen Veränderungen ebenfalls dem 
Energieprincip, nur mit einer anderen Energieconstanten genügen, in 
./] zZ 
3 / / (H-E)dudt 
(17 \ ir u. 


st 
4 


— — Jh ( fi} dudt=— Oh / (m, we u) dt 


f 





0 


über; setzt man endlich noch fest, dass die Constante der Energie für die 
normale und die verglichenen Veränderungen dieselbe sein soll, also dh = 0, 
so ergiebl sich das Princip der kleinsten Wirkung in seiner einfachsten 
(iestalt 


Bf fr (H-E)dudt = 0. 


SD. 
Das erweiterte Prineip der Flächen. 
Aus den Zagrangeschen Gleichungen 
oH d oH d oH 
Op, di op‘) du op) 


oH d cH d oH 
Op dieöpl) du op) 


= pP 


29 


BE 


h 


folgt dureh Multiplieation mit p, resp. p, und Subtraction 
De Se Fer. 0 Bee 7 
OP; r op, \P; dt op") P, dt 3,6%) 


fi d oH ia d oH ) — p,P,— pP 


‚ n (01) 74 > n. (01) 
du op‘ du op‘ 


P; 


(1.) 





1) 


*) Die schon oben in der Gleichung (11.) gemachte Annahme, dass äussere Kräfte 
nicht vorhanden sind, geschah nur der Kürze der Darstellung wegen, da sonst nur die 
im $ 9 meiner „Prineipien der Mechanik“ gegebene Deduction an die Stelle der oben 
durcheeführten tritt. 
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da aber 
d oH a aH _d/’, öH OH „on OH n OR N 
P; dit op“ —P, di pm u” P; pi —-P, op) ka A pi) - op )/s 
d oH a 00 _d(, au OH \ m OH n OH \ 
Pı du Hp) m 2 (1) P, : (0) (Pr Oo) / (p "sa "PR =) 
u op du op\ du op op, op“ Op, 


so folgt aus (1.) durch Summation über z und 4. von 1 bis u, wenn H der 


] > - gi a (p, P: ) 4 (2° 4 p! / ı} ) 


u Op, Op; Od Fa 


(2.) 





identisch genügt, also bekanntlich die Form hat 





Be 7 D 2? „(10% , „(0 „(0)2 ; „(on 
H= Ftt, u, P.+ Pi. P: T Pi’, P: pP, P; P; rP: Pı.» 
8) pi” pi DC p£n, DE + pen pn, DL + pi. 
P.Px +PıPi px Pr +Ppi p 
und 
oH oH » : oH oH 
En} - — _— — %y E - , 
„Er (Pr open Pr ap) = Rn Zu mi aim Pr opm) = Bas 


(4.) 





gesetzt wird, 
dK, dk, 


08.) dt 


eine Gleichung, deren Integral dem Princip der Flächen in der Mechanik wäg- 


= M, 


du 


barer Massen analog ist; ist für gewisse Formen des kinetischen Potentials, 
wie sie gleich näher bezeichnet werden sollen, A, = vK,, worin v eine 


Constante bedeutet, und sind äussere Kräfte nicht vorhanden, so geht (D.) in 


/ 


dK, dk, 


N en 
(6.) dt du 0 


über, und es lautet somit das dem Princip der Flächen analoge Integral 


R >H x: ;; | 
(7.) 3.:(P, a5 — Prag) = Pur), 


1,2... 


worin y eine willkürliche Function bedeutet. 
Journal für Mathematik Bd. OXXIV. Heit 4. 
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Legen wir z. B. den oben behandelten, dem freien Systeme in der 
Mechanik wägbarer Massen entsprechenden Fall zu Grunde, in welchem das 


kinetische Potential H in den Grössen pl”, pl, pX”, p!" homogen vom 
zweiten Grade ist mit constanten Coeffieienten, und für den das Energie- 


prineip statt hatte, also H die Form besass 
H = A (api” +Pp”) + B (ap! +Pp$") 

+ Clapı + Ppi") (ap +Pp$”)+f(pı,P.): 
so wird, wenn H ausserdem die Gestalt von (3.) haben soll, dasselbe über- 
gehen in 


N 


f N \ 
( . ] 


> 


H = (api” + Ppi”) + (ap + PP®Y + F(pi + P3), 

und da 

K, = 2p: (ap; + Ppiı )a—2p, (ep” + Ppi”)e, 

Mi 2p: (ap -> PpY”) ID) = 2p, (0 p3" 4 Pp%) B 


also 


oc 


164 


ist, das Flächenprincip nach (T.) die Form annehmen 


| oH oH = 
() 4 a A l { 
Le ze ) P ), ‚ ze „ “ 
P: op") Pı f pi) f \ ot 7 
oder 
| j 3 
Pi (10) __ AO)\ 1 2 / (01) (m)\ _ w | 
®@ \(P:Pı Pı P: ) rPA(PsePı Pip ,)>= KANN. , 164 N); 


worin g eine willkürliche Function bedeutet. 


S 6. 
Das erweitert« Princip von deı Erhaltung der Bewegung des Schwerpunkts. 

Unter der Voraussetzung, dass, wenn die Zwangsbedingungen des 
Problems in endlicher Form gegeben sind, diese nur von den Differenzen 
der Variabeln @,, ;, ..., x, abhängen sollen, also 

ou, = 0m... 080 pP, 
worin p eine willkürliche Grösse bedeutet, als virtuelle Veränderungen 
betrachtet werden dürfen oder dass in den Zagrangeschen Gleichungen der 


ersten Form nach den Gleichungen (3.) des $ 2 
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Si fi =V, Zi f 0 5; f,; = 0 
1 l ) 
ist, gehen die Gleichungen (2.) des $ 2 in 
 (oH d oH d oH 
(1) er. | Ei 
| Or, ct or, du ri r; 
über. 


Sei nun H, eine beliebige Funetion von Et, «, 5, S"”, &0), worin 
zunächst noch eine willkürliche Function von x, 2. .... x, sein soll, so 
folgt aus dem Hülfsatz 2., dass 


i 


oH d oH d oH (‘ H d oH d oH o& 


Ir 
n 
De 
m 
r 

[ 
un 
< 

r 
« 


oO L; dt Pr r, du 2 > 01, F 
- L; 


und somit 


nd oH, d . oH, 3 d Ziis H, 
T 64 “ T ‚AU Fr 
(2.) | a a 
\ , 
oH d ol, d oH \ E 
— - %y' 
O&E di o&" du o&“" ie r 





ist, so dass sich, wenn 5 der Bedingung unterworfen wird, dass 


Six | 
l Or, 
also 
(3.) s=- zz, tol,w n - 2, m —-%,., 1, —%, 


ist, worin 4 irgend einen der Indices 1,2,...,» und » eine willkürliche 
Function bedeutet, aus (2.) die Beziehung ergiebt 





OH, d ou d ou, 
OE dt 9800 du az) 
4, | 
( ) ”" oH d e oH, d oH 
— > y nn, ay | ER y | 
108 di or) du. « 
Ist nun das kinetische Potential H von der Form 
“00 do oa. da 
H= H, (1, u,0, +8 (ku, 0, — 2,0 — Ijy...,i ek VE Aus BET; Par 


K: H, (t, u, x 1. „U Ze zz, 2) _ zr\ 1) 


worin x,— x, alle Werthecombinationen der Differenzen der Grössen 





Ti, Is ee bi 


n 
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darstellen soll, und 4, und 4, willkürliche Functionen ihrer Argumente sind, 
so wird einerseits nach (4.) 

öH, d oH, d öHh, 

OE de HEW du O:W 


- oH. d » OH d n oH 
Bun eu — Bin eine 
= or di — or 30 du ’ dr) ’ 


rn 
=?) 
x 





andererseits, weil bekanntlich 





53 © H, = 0 s, OH, Ba: 0, 3, cH, au 0 
Or, ’ ”. ai - 92") 
ist, 
" oH, d " oH, d *. oH 
(7.) 5 = En - ad 
1 0% dt T gez du 7 oa) 
sein, so dass sich durch Addition der Gleichungen (6.) und (7.) : 
„»öH de» OH de OH 
' os; dt 7 Sat) du 7 0x) ö 
(8.) | 
3 öH, d öH, d oh, 
DET di HE du O0) 
6 
ergiebt, und somit nach (1.) a 
’g\ OH, d OH, a d OH, > x | ji 
er) BE dr ET ea 
folet. Die in dieser Gleichung ausgesprochene Beziehun worin H, und 5 
- 9 gesp 9; 
durch die Gleichungen (5.) und (3.) bestimmt sind, soll das erweiterte Prinecip ! 
von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes darstellen. 
Setzt man den früher getroffenenen, denen der Mechanik wägbarer 
Massen analogen Bestimmungen gemäss u 
T = 3: a, (aa! + Pal) i 
1 
oder, wenn Sa, = A ist, 
l 
n_ 11 Ä k ‘ 
T = all (ec )+PaI N) +a,laa) + Pa) +---+a,laal") +PEN) | 
. aa, | 10 >» (01 10 (v1 \’ 1 
gt Zi: fi (ei ’+pßx )-(ar. + )| ) 


so wird, weil T in die Form gesetzt werden kann 
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T = A | em + Ba +7 “ |(&2%" +j 2%”) — (ax! £ B=)] 


[eat ’+PBai) — (acl" +} 3209) || 
a a,a, [ (10) y (BL)N / (10) 2 „.(01) re 
+ Zu [ea + BE") - (af 4 Ban) 
(10). = A az” + ® 2 m (2) — zu) 
a )) 0 ( i 
++ Gl) + + BE — a) 
! a, 4 | 
+ + Ber) | 





a;a r | 
+ 2 "8 [anf + B209) — (wa ® + 3200), 


1.8.0 


wenn 
H=-T-U 
ist, und U nur von den Differenzen 
T; . T.,; a2?!) _— N), ai") BERR zz) 


abhängt, der erste Theil von T in (10.) dem obigen H,, der zweite Theil 
nebst U dem H, entsprechen, und es wird somit das erweiterte Schwerpunkts- 
princip die Form haben 


et. ER. EB. 


N «€ -. me — - = Sy, = 
O8 dt gEUV) du 9801) a 
wenn 
1 2 (10) N e (VI)N2 “ 
R,= (es +B5), A=Boa 
und 
= 0%, ran +: +a,r, 
ist. 


6% 
Transformation der erweiterten Zagrangeschen (Gleichungen in das erweiterte Hamiltonsche 
Differentialgleichungssystem. 
Um unter der Voraussetzung, dass äussere Kräfte nicht vorhanden, 
in die erweiterten Zagrangeschen Gleichungen 
1 oH d oH d oH 
(1.) op, dt Op) du Op) Many 
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statt des kinetischen Potentials 4, in welchem # und « nicht explieite vor- 
kommen sollen, die durch den Ausdruck 


u oH u d H 
(® \ = H—- xy (10) as . (01) fi ® 
(2.) E — H mr. P: opt” =: M Op" 
definirte Energie einzuführen, setze man 
(3 N oH — 0) oH — 4) EN: | 
e .) op) G5 b) op") G5 (vo =1,2,..44) 


und drücke aus diesen 2« Gleichungen die 2u Grössen 
(10 (10) En (01 (01 (01 
u wu a a 
durch 
(10) (10) (10 (01 (01 (01) 
Pıs Pe, ++», Pu ‚gi ı Do rein e gi , Q: IRERT Qu’ 
aus. Bezeichnet man die Werthe 4, E, pl”, p”, in welche diese Grössen 


nach Substitution jener Ausdrücke übergehen, mit (7), (E), (pÜ”), (Pi), 
so wird sich aus der Gleichung (2.) die RER 


7% 10)\ „(10 (01)\ „(01 
(4) (E) = (H) — £, (pl”) gi” — &, (pl) gm 
und hieraus durch Differentiation nach p, 
a’n a r ,(10) h (01) 
6)... DM _ 5) u _ 3,2) gm 
Op; OP; =: op; S =: 6) Ps r 


ergeben. Da aber 


SH) er r: (ae 0, “ /(6H ya?) 


0) Fu (ap. z.( op\”/ Op; op 


= “m c10) (pi 


s d(pen 
=) + =: ’R g(" ap, 


Op; r =: % op, 
ist, so geht die Gleichung (5.) in 

6.) = 32.) 
und somit (1.) in 

Pr 0%” , 0% _O(E) 

2.) ot ou 677 
über. 

Da sich ferner aus der Gleichung (4.) 


o(E) = O(H) ao) _ >. Ip,” (10) | -2 °(P£”) (01) 
gan dgl -(P Pr gu 0 ee ” .Z. 











Ö 
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und 
0 (H) 2 ( oH - (pam | r- OH \ 9(p," ) 
og) ze 0 op) Ogi" T u (> pi J 9 gi 
ergiebt, so folgt 
SE) ae lag pP, 
QO g\ , 
oder 
) Ö ); oO (E } 
(8.) Fi 
ol og" 


Endlich liefert die Gleichung (4.) die Beziehung 


. 3 (H) 7 10)\ u A/n(0i)‘ 
O(E) _ OH) _ % ei (PC) \ gi — (pen) _ “ (pl) r 
Ö gi) Og"» = E Pop J) I 2 or E gun 0% 


welche, weil 


\ u f 0 u P (01) 
OH) _ (U ya), z (gu de 
og“) > \öp 0) / og" Ei a p war g 
ist, In 
o(E) 
Er P; 
0% 
oder in 
, ae 
(9, op. _ _ OCE 
e ou og“ 


übergeht, und wir erhalten somit statt der u partiellen Lagrangeschen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung in den abhängigen Variabeln p,,P:,...,p, das 
simultane System von 3 u partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in 


den 53 abhängigen Variabeln q",..., gu Wi see Qu Pır 2, Pu: 





Op; O(E) OP: _ C(E) 
10 zu. ag” I ou og“! I 
( .) d (10) Fr ( N N | E\ se], 
q. og o(E) 
— r u x u - ee 
RE. OP; 


welches das Analogon zu dem Hamiltonschen totalen Differentialgleichungs- 
system der Mechanik bildet. 
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$ 8. 


Ueber die auf die erweiterte Zagrangesche Form redueirbaren partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 


Wenn man die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


(1.) F(t, u, p, pp”, pP", p®®, pid p"®) =& 


in einer abhängigen Variabeln p und zwei unabhängigen Variabeln £ und u 
aufstellen will, welche sich in die Form der erweiterten Lagrangeschen 


Gleichungen 


a oH d oH = d oH = 
(2.) op dt Opi) du Op) 0 


bringen lassen, so wird nur die Frage zu beantworten sein, wann die Function 
F ein kinetisches Potential besitzt, und es folgt somit aus den Gleichungen 
(90.) und (91.) des Hülfsatzes 4., dass F in p®”, p"”, p” linear, also die 
gesuchte Differentialgleichung von der Form sein muss 


3.) [| ul, p, pP, pP) pP” + fu lt, u, p, PX, PX) ai | 

| + fin (0, 9, pp”) p"” + f (bw pp", pP") = 0, 
worin die CÖoeffieienten den Gleichungen (91.) gemäss den identisch zu 
erfüllenden Bedingungen unterliegen 


Of y) 2: 4 ofıı Ofır of s) dfx RR dfıi 


1) p"” — 
op!) hi; 2 öpan P “ +2 OÖ pi) + 2 opım Kr di du 0, 
of %) c Of pl) Of. p” 5 of dfi. dfiı m 
2 gmP = mer r+ mp +2 :T 7 Basler "Tüader "es r 
oder, wie leicht zu sehen, 
a of ofıı Ar Of ofıı 
(4.) 2 pi) a op") N 2- op) ap) zug 0, 
[4 of fi Of Of (10) ofıı ofıı (01) 
2 Ina) — = de 2.55 Per Ou 6 lien; 
of < ofın fr Oofır (01) ofı Ofıı En 
2 pe) 2 ou 2 op Ar "er: op u 





Die Vergleichung von (3.) und (2.) liefert die Beziehungen 


o’H 2 o’H o’H 
fx aa op? fıı = ar 2 5pao Open? fi ee pm? 


OH Al ARE...  &.. a _. PH cn. 
Kr Op top”)  AuaplN) Spoap" p op op") Po; 


und soll das Prineip der Energie gelten, so müssen die Functionen fa, fi, fü, f 
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von £ und « unabhängig sein und einerseits der Gleichung 
(6.) ni Afı, fa; 
andererseits zufolge (4.) und (5.) den Bedingungen 


b_ np N) " of 
BE ne ae no, 


Ip“) Kia op) Ei } op) op“! 
of fo „au _ Of „wi 
i ’ u WM 3 = PER, n | pn 
(7.) 2 EITUL 2 dp p dp pp") = 0, 





oO f Ö ) TE ) 10 

2 u. u BR Ti. pP’ — Oh yı) — 0 
| op“ Op op 
identisch genügen. 

Man sieht unmittelbar aus den für die Transformation der Differential- 
gleichung in die Zagrangesche Form nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen (4.) und (5.), dass, wenn fi, fi, fi, Constanten sind, dieselbe die 
Form haben muss 

(8.) Ap“” + Bp‘” + cp” + fd, u, Pp) — (), 


und dass das zugehörige kinetische Potential lautet 


A (10)? b (10 () C (01)? : J 
(9) H=- 5 p\” “z pp" — 5 pP" + / ft, u,p) dp, 


während, wenn das Energieprineip bestehen soll, die Gleichung (8.) die 
Form annimmt 


(10.) Ap”” + Bp"” + Cp”"+f(p) = 0, 
und das kinetische Potential vermöge (6.) in 
(11.) A=—(VEp"+ySp") + /foap 


übergeht, worin der erste Theil, negativ genommen, früher als lebendige 
Kraft oder kinetische Energie definirt worden ist; das Energieprineip selbst 
hat dann die Form 


(12.) (] Ta +] > pP") + /f@ dp=h, 


worin % eine willkürliche Uonstante bedeutet. 
Für den Fall dass in (10.) f(p) = 0, also nach (12.) die lebendige 
Kraft constant ist, lautet das allgemeine Integral 


(13.) p=1y (u — 2 t) + w (a = = t), 


worin 9 und w willkürliche Functionen bedeuten, und entspricht dem 
Journal für Mathematik Bd. CXXIV. Heft 4. 36 
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Falle der Mechanik wägbarer Massen, welcher das Trägheitsgesetz definirt. 
2 


d’x mr 
Ist, um noch das Analogon zu der durch de > 9 ausgedrückten Bewegung 


zu erörtern, f(p) eine Constante g, so wird das Energieprineip die Form 


haben 
(yA pP" + y2 pP”) +gp=h, 


während das allgemeine Integral der Differentialgleichung (10.) lautet 


p=ty (u— a t) + 7 („- t) — Y Ü, 
worin p und w wiederum willkürliche Functionen darstellen. 
Ist dagegen in der Gleichung (8.) B’—-4AC#+0, so ist ein Energie- 
prineip nicht vorhanden, wie z. B. für die partiellen Differentialgleichungen 
p” = ap”, pp” +zrp=0ua., 


welche die EEE Form haben für die kinetischen Potentiale 


(20) __ 


er 1 ur rL 
H = -5 I „oo: us > Br H= — 5 pt’ — 5 pP" + 5p, ua 


ınd es ist deren allgemeines Integral bekanntlich ebenfalls, wenn die Function 
f von p unabhängig ist, in einfacher Form darstellbar. 

Dass ebenso für mehr als zwei unabhängige Variable die Differential- 
gleichungen 


= 3 


+23 +2p=0ua 


ov 


für die kinetischen EEE 


H = - (FE) + . a) = > pn u. 


auf die ERCERT Gleichungsform redueirt werden, ist unmittelbar er- 
sichtlich. 
$ 9. 
Ueber eine Eigenschaft kinetischer Potentiale mit mehreren unabhängigen Variabeln. 
Für ein kinetisches Potential erster Ordnung H von u abhängigen 
Variabeln p,, ps, ---,?„ und ge unabhängigen Variabeln i,, £,, ...,£, sind nach 
$ 2 die durch das en Hamiltonsche Prinecip 


d Ei ["(a-2 P,p,) dt,dt,_....du= 0, 
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Tr 


worin die Variationen der Variabein p,,P.,...,?, an den Grenzen des 
(bi, da, ».., £,)- Gebietes gleich Null angenommen werden, und P,, die in 
übertragener Weise äussere Kräfte genannten Grössen, als Constanten oder 
Funetionen der unabhängigen Variabeln gegeben sind, dargestellten Ver- 
änderungsgleichungen 





OH _d öl d oH 
Op, dt pi...) dt, apV1.® 
A TR 
m d Aue p | 
ur Op" -- at 


welche « partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung in « abhängigen 
und e unabhängigen Variabeln liefern, die in den zweiten partiellen Ablei- 
tungen linear sind. 

Setzt man nun 


(2.) at rab+ tat, =t, 
worin a, @,..., a, willkürliche Constanten bedeuten, und 

(3.) p, = fat +@b+:...+ G, L,) = fl), 

i n . a ie 
so wird, wenn p, als Function von £ mit q,, und — mit q, bezeichnet wird, 

( 

(4.) pie." — a, q., an = 6, G., ... p‘ N...l) _ A, qg, 

sein; nimmt man ferner an, dass die unabhängigen Variabeln £,, t,,...,£, in 


dem kinetischen Potential 4 nicht explieite vorkommen und setzt 
(01 0 (0 


H(p, pn p"--0 ...p 1) — Hl (Is a, gs di, gs; BE g;) — H j 


so ergiebt sich unmittelbar in bekannten reg 


CH) _ (OH m. OH A 
und daher 
dt ög Zap a; dt (559-5) + d, — dt (- Ip" ARTE C - (= zu ) 


DH >H 1 oH 
(7 50. .)+ (2 nn 390.3): 


so dass aus der durch Substitution der Grössen (4.) in die Differential- 
gleichung (1.) hervorgehenden Gleichung 


24 
R 


36 
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OH d OH d 
5 (z 30: zrye dt, Op. ei Rn (2 Zum N == (P,) 


die Beziehung 


. öl) d con 
(5) a ac yeah 


folgt, welches die Form der Lagrangeschen Bewegungsgleichung für das 
kinetische Potential erster Ordnung (H) ist, welches wiederum von « ab- 
hängigen Variabeln q,, g:,-.. q,, Jedoch nur von der einen unabhängigen 
Variabeln £ abhängt. Es ist jedoch zu bemerken, dass man annehmen 
muss, die äusseren Kräfte P, seien unabhängig von &, &,...,£,, dass man 
aber zulassen darf, sie seien Funetionen von P,, P2, ---,P?,, in welchem 
Falle man dann unmittelbar von den erweiterten Zagrangeschen Gleichungen 


und nicht von dem oben aufgestellten Hamiltonschen Prineip ausgehen wird. 


Für jedes Integralsystem des Differentialgleichungssystems (5.) 


= 9 (k, ©, ©, ..., ©), Q. = P (ty 61, Co, 2.) 65), 
du Pu (b, &, 0... ©) 

erhält man nach (3.) ein Integralsystem der Differentialgleichungen (1.) in 
der Form 

,=p (ah tab, --- +0, lb, 6, Cy+. ©); 

.P,= 9, (ah ++ +a, bay Ey Oryen; GC), 
und da, wie man sogleich sieht, genau dieselben Schlüsse auf kinetische 
Potentiale beliebig hoher Ordnung angewendet werden können, so ergiebt 
sich der folgende Satz: 

Ist H ein kinetisches Potential v-ter Ordnung von u abhängigen Variabeln 


Pıs Pay +», P„ und g unabhängigen Variabeln t,, t,,...,t, und sind die durch 
das erweiterte Hamiltonsche Princip 


(6.) tt ft (H- B3 P p.) dt,dt,...dy=0, 


worin die Variationen der Variabeln P,, P:, -- -,P. an den Grenzen des 
(iybıy..., t,)- @ebietes gleich Null angenommen werden und die Grössen P, als 
Functionen der t vorgelegt sind, gegebenen erweiterten Lagrangeschen 
Gleichungen 
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OH d OH d OH d OH 
Op; dt, OpWW---) dit, Op..." dt, Op(W---) 
d’ oH d’ oH d’ oH 
a) 1 RT Op + du, dt, Spt a T r di; Op...) 
En Oo ,„ 
en dt; FT TC aut 
(s=1,2,.., 4), 


worin nunmehr H die unabhängigen Variabeln t,, t,,...,t, nicht explieite ent- 
halten soll und P, als gegebene Functionen der abhängigen Grössen betrachtet 
werden mögen — wofür dann das Hamiltonsche Princip die Lagrangeschen 
Gleichungen nicht darstellt —, so werden, wenn a,,@,,...,a, willkürliche 
Constanten bedeuten, und 


4 


r) 


gesetzt und der durch Substitution von 


(10 


P; 
hervorgehende Werth des kinetischen Potentials mit (H) bezeichnet wird, die 


(20 (11 


...0) _ ag,, ER a zu 4,4. p‘ ...0) _ a’ g,; p‘ sc) a,0,4,, x 
partiellen Differentialgleichungen (7.) für das so definirte kinetische Potential 
v-ter Ordnung (H) der u abhängigen Variabeln q,, 9, :»:, q. und der einen 
unabhängigen Variaben t in die totalen Lagrangeschen Differential- 





gleichungen 
öch) _ d Och) , d’ Och) 
0g dt © q. di © q, 
°. t (s 1, 2,...4) 
( ) / 1) d’ o(H) PN 
he = \% dr og) NER 
übergehen, und es wird sich für ein Integralsystem 
qı = 9 (tk, c1, 0,» e)ı=. +... Ju Pu (b, ©, C2y.. +, €C,) 


der Differentialgleichungen (3.) ein Integralsystem der partiellen Differential- 
gleichungen (7.) in der Form ergeben 
pP =p (ah tal, +: +a,l,,cı,.-- C), 
+3 dpa tat tab, Cr, Cor +. ©). 
So wird z.B. für das kinetische Potential erster Ordnung einer ab- 
hängigen Variabeln p und dreier unabhängiger Variabeln #,, b,, t; 


100)? 010)? UL)? 2 2 
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die erweiterte Zagrangesche Gleichung für ?P = 0 lauten 
oO(H) d oH d oH d oH _ 
sp de Spim dt, Op de, Open 
oder 
u, er, : 
——- Aue Fe -2D=( 
trat 
und somit, wenn nach dem oben ausgesprochenen Satze 
2 2 N '?2 mn 
H)=-3(a+a+a)g’+3zg 
gesetzt wird, in die totale Lagrangesche Gleichung 


5m) _ da) _g 
og dı ög 


oder 
2 2 2 d’gq 2 
(.+a+a;) di? +7qg=0 


übergehen; das durch den Ausdruck 


xi wi 
t —t 


2 
- 


Va?+a2+a? Va?+a?!+a! 
une 7 IT 0 ne 


dargestellte allgemeine Integral der letzteren liefert Integrale der gegebenen 
partiellen Differentialgleichung in der Form 


xı zi 
(a,t, + at, + a;tz) —_ — (st -+a,'s+ a; 13) 


Va? +a2 +a2 Va?+a2+a? 
ERER,*..r: + oe a 


mit vier willkürlichen Constanten. 


(renügt das von den unabhängigen Variabeln freie kinetische Potential 
den für die Existenz des Energieprineips nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen, so dass, um zunächst wieder nur von Kinetischen Potentialen 
erster Ordnung von u abhängigen und oe unabhängigen Variabeln zu 
sprechen, für unendlich viele Integrale des Lagrangeschen partiellen Diffe- 
rentialgleichungssystems, in denen die äusseren Kräfte P, gleich Null ange- 
nommen werden sollen, die Beziehung besteht 


H o pi...) oH En hi oH 
es Ps Ant...0) ws Ps Jyp(ll...0) 
N op, N op, 


INN 
Je 
\ 


u oH 
— 1.2 DB, Pati 


open . h, 
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worin h eine Constante bedeutet, so wird die oben angegebene Substitution, 
wie unmittelbar zu sehen, auf die Gleichung 


10 H E ' o(H) nr 
) ( I 2: 1: og; ” 
führen, welche für das von Yı,.+:,4us Qis+++,g. abhängige kinetische 
Potential (H) das stets ohne jede Bedingung für (H) gültige Energieprineip 


für alle Integrale des zu (H) gehörigen Lagrangeschen Differentialgleichungs- 


h 


systems darstellt.”). 


*) Ich will es nicht unterlassen, an dieser Stelle den wesentlichen Unterschied 
klar hervorzuheben, der sich bei den im $ 3 durchgeführten Untersuchungen für die 
Existenz eines Energieprineips für kinetische Potentiale mit einer nnd solche mit 
mehreren unabhängigen Variabeln ergeben hat. Wenn H ein kinetisches Potential erster 
Ordnung von einer abhängigen Variabeln p und zwei unabhängigen Variabeln t, und t, 
ist, und dieses enthält £, und £, nicht explicite und genügt identisch der Gleichung 


OH 5°H EL N. 
(@) 


opt? Ip’ 
oder, was dasselbe ist, 
(P) 


worin @ eine willkürliche Function bedeutet, dann wird jedes Integral der partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung 


(7) H — p“ a ...“ /P dp -+h, 


=> u ] 
worin h eine beliebige Constante und P eine Function von p bedeutet, und die das 
Energieprincip ausdrückt, wenn nicht zugleich 
un OH ö®H ae ö®H 
0) pP 


op 10): -4- p v1 35 o) öp = (0 oder p 2. pi) öp! nr pP pn Op‘ „= U 
ist, wovon nach («) die eine eine Folge der andern, auch die erweiterte Lagrangesche 
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(e) oH d oH d oH 


op dt, op“ dt, Op 


— |() 
u op“ / 


oH Far ( oH 


r / «I 


Oo p u, 


op!" op“ zZ 


= P 


(0)] 


befriedigen; soll ferner umgekehrt ein Integral von (e) dem Energieprineip (y) genügen, 
so müssen, wie gezeigt worden, die Gleichungen bestehen 


a. >= 2 
on; (pP p") a pi) p'!D) e_ ( 


CH 
c pi op“ 
o’H o°’H 


(1) 22V0) _ (10) „(11)\ 
op 1) pP pP pP p 

n(!!) ml20) _ 10 11 a N 2) h File 

pay P p dr Aa opud (pp — pUN zu), 


J» 
op“ 


also jedenfalls wieder die Bedingung («) erfüllt sein; wir fanden somit, dass unter dieser 
Bedingung und nur unter dieser unendlich viele Integrale der Lagrangeschen Gleichung 
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Enthält das kinetische Potential nur eine abhängige Variable, so wird 
die Gleichung (10.) die Form annehmen 


, ©(H 
(11.) (H)—q: 37, =h, 


aus der sich 
' d 1 
d=f(q,h) oder t+e, Sr = F(q,h) 
als allgemeines Integral ergiebt, und es wird somit 
ah +tab+ + a, t, +4= F(pı, h) 
das vollständige Integral des der Gleichung (9.) entsprechenden Prineips 
der Energie 


(12.) HB — pf-9 oH (01...0) OH (0.1) OH 


pi. is Op...) want 1 pw... u h 


sein, aus dem sich in bekannter Weise das allgemeine Integral herleiten lässt. 


Genau dieselben Schlüsse in Betreff der Reduction auf nur eine un- 
abhängige Variable gelten für kinetische Potentiale beliebiger Ordnung, 
und man findet, dass, wenn H ein kinetisches Potential v'” Ordnung von u 
abhängigen Variabeln P,,P:,...,P, und g unabhängigen Variabeln t,,t,,...,t, 


ist, welches t,,tb,,...,t, selbst nicht explicite enthält und den für die Existenz 
des Energieprinecips 


A oH d oH d oH 
_» 2(9...0) rn 2 z 
H =; P; opt...) dt, pt...) di, opt.) 
d oH d’ oH d’ oH 
ST PICEER dt, Opur.n + dt? Op@V--") + di, dt, Op.) ++) 
ol oH a d oH d“ oH \ 
(13.) - 2,P (w-» dt pW..5 "TE pe et 
a S pl... ( j ö H BOWER d Er oH Be d EK oH 2 ) 
— $ op... di, Op .-.V) dt, Opi#1..0 
ar —h 





dem Princip der Energie genügen, und alle, die diesem genügen, auch die Lagrangesche 
Gleichung befriedigen, dass jedoch nicht, wie es für kinetische Potentiale mit einer unab- 
hängigen Variabeln im Sinne der Mechanik wägbarer Massen der Fall ist, alle Integrale 
der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen dem Energieprincip unterliegen. Genau das- 
selbe gilt für kinetische Potentiale beliebiger Ordnung und einer willkürlichen Anzahl ab- 
hängiger und unabhängiger Variabeln. 
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geforderten nothwendigen und hinreichenden Bedingungen genügt, sich mit Bei- 
behaltung der oben definirten Bezeichnungen die Beziehung 


zyın R /c(H' de« (H) BR dd! P (H \ 
Hi) . q. ög! — dt dg” Ban 1) dp- Ig) J 
u fo) d o(H) d’-?® ö(H) 
‚ - a q \ N de = d r " wird u Fr > Ir : (3 / 
(14. | q. t og q 
u b oH, 
ii S e Rd h 
og 





ergiebt, und diese Gleichung stellt für das von den u abhängigen Variabeln 
Q1> 423 :-:>Q, und der einen unabhängigen Variabeln t abhängende kinetische 
Potential v“ Ordnung (H) bekanntlich”) das stets ohne jede Bedingung für (H) 
gültige Energieprinecip dar. 


Es 


*) Vergl. meine „Prineipien der Mechanik* $1. 


7 
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Ueber Grenzen, innerhalb deren gewisse bestimmte 


Integrale vorgeschriebene Vorzeichen behalten‘). 
(Von L. Fuchs**.) 


T. 


“ 

Es sei F(u,u,..., ua”) eine quadratische Form der unbestimmten 
Funetion # und ihrer » ersten Ableitungen «,...,a” nach einer un- 
abhängigen Variablen x, deren Coefficienten gegebene reale und eindeutige 
Funetionen der realen Variablen x sind. Wir setzen ferner voraus, dass 
die Funetion « ebenfalls real ist und nebst ihren Ableitungen in der Nähe 
eines Werthes z=a sich regulär verhält, und stellen uns die Aufgabe, ein 
Intervall von a bis b anzugeben von der Beschaffenheit, dass das Vorzeichen 
des Integrals 


ıT 
/ F(u,u,...,ua”)dx 


*) Ein Auszug der vorliegenden Arbeit ist in den Sitzungsberichten der Berliner 
Akademie vom 9. Januar 1902, S. 4ff. erschienen. 

=) Während der Drucklegung der vorliegenden Arbeit wurde der Verfasser L. Fuchs 
am Nachmittag des 26. April d. J. aus voller Schaffenskraft der Wissenschaft und diesem 


Journal — dessen Bände einen grossen Theil seines Lebenswerkes enthalten, und dem 
er seit dem Jahre 1892 als Herausgeber vorgestanden hat — jählings entrissen. Am 


Vormittag seines Todestages hatte er noch die erste Correetur des ersten Bogens dieser 
Arbeit erledigt. Die Besorgung der weiteren Correcturen und diese vorläufige Anzeige 
haben, Namens der verwaisten Journal-Redaction, die Unterzeichneten schmerzerfüllt 
übernommen. 


R. Fuchs, L. Schlesinger. 
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für jede beliebige der bezeichneten Funetionen « beständig dasselbe bleibt, 
so lange z dem Intervalle a bis b angehört. 

Wir bedienen uns hierzu eines Hülfsmittels, welches dem in der Vari- 
tionsrechnung bei der Umformung der zweiten Variation angewendeten 
analog ist. 

Wir suchen nämlich einen linearen Differentialausdruck 

(1.) Wut +qnut+gu, 
dessen Coefficienten reale Funetionen von x, so zu bestimmen, dass 


z d 
f* f, u N N en f / ( 1) 
(2.) F(u,u,...,u”) — pm Qu) = ;_ (p(u,u,...,u ) 


J 


! (n)\ 
J 


wird, wo p,, den Coefficienten von u” in F(u,w,...,u”’) bezeichnet, und 


wo g ebenfalls eine quadratische Form ist, deren Coeffieienten wohlbestimmte 
reale Funetionen von x bedeuten. 
Während jedoch in der Gleichung 


24 [’ f ! (n)N\ u = ( ! a 1 ıx 
/ Pie... „Me... ), 


f& \ 
\ "W ‚7 


-— 160.0, Hr / Pın (u) da 


ZA 





das Vorzeichen des Ausdruckes 


' (n-1) a (n—1) 
ER” rn REE I 7 An 


in der Variationsreehnung, der Natur der in dieser Diseiplin behandelten 
Probleme entsprechend, ausser Betracht kommt, ist es für unsere Aufgabe 
unumgänglich nöthig, das Vorzeichen dieses Ausdruckes zu kennen. 

Wir führen in dieser Arbeit die Untersuchung zunächst für den Fall 
aus, wo die Coefficienten der Form F(u,w,...,a””) von x unabhängige 
reale Grössen sind, also für 


S Fun Eu ak 


Aut 


N 
” 


wo c,, reale Constanten bedeuten. 
Ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun, können wir a= (0 wählen. 


I. 
Fürn=1 sei 
(1.) OW)=u+gu 
und 
(2) FıuwW)— c,P (u =2(c. — Cu gı)uu + (Cm — Cu gi) Wu. 


34” 
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Soll die rechte Seite dieser Gleichung für eine unbestimmte Function 
u ein vollständiger Differentialquotient sein, so ist die Bedingung zu er- 


füllen 
(3.) Cu En C;; 9 — Cı qı- 
Alsdann ist”) 
(4.\ F( uN R ON = d { . Er 
\ .) MH. ? F - Ci Mn — dz \c l C; N) u . 
Die allgemeine Lösung der Gleichung (3.) ist bekanntlich 
(% _ „Act — Be 
er NT Jerr Ber ' 
( 
wo r= | 00 
C 


und A und 5 willkürliche Constanten bedeuten. 

Wir wählen uns dasjenige particuläre Integral. welches für 2=0 un- 
endlich wird; dasselbe lautet 
e*7 — e”* 


6. 1=-—r 


er — ee" 


Der Ausdruck g, ist immer eine reale Function von x. Haben näm- 
lich u. ©, gleiche Vorzeichen. so ist r real. sind die Vorzeichen von Cu, Cıı 
- entgegengesetzt, so ist r rein imaginär r = oi und es ist , = — og eotg oe. 
Für Funetionen «, welche sich in der Nähe von 2 = 0 regulär ver- 
halten und für = 0 verschwinden, ist q,«. folglich Q (a) ebenfalls in der 
Nähe von 2= (0 regulär. Dasselbe gilt von dem Ausdrucke (cu— C,,qı) «', 
welcher für 2=0 den Werth Null annimmt. 
Aus (4.) ergiebt sich also 


4 


vH [ F(uu)de= (cn —-cug)W+cı f Vu) da. 
t 


.. 


Wir nehmen jetzt an, dass e,, positiv sei. Nach Gleichung (6.) hat 
q, für hinlänglieh kleine positive Werthe von z einen beliebig grossen 
negativen Werth; demnach ist für dieselben Werthe von x der Ausdruck 
Cu — €, g, positiv. Dieser Ausdruck behält das positive Vorzeichen bis 
(8.) Cr — Cu =V 


wird. 


* 


. 


) Vergl. Legendre, Memoires de l’Academie des sciences de Paris 1786. 
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Ist z= « der kleinste positive Werth, für welchen g, unendlich 
wird, 3 die kleinste positive Wurzel der Gleichung (8.) und bezeichneı 
wir mit b die kleinere der beiden Grössen «@ und /?, so ergiebt sich dem- 
nach, dass für eine beliebige Function u, welche für e = (U verschwindet und 
in der Nähe von x = U sich regulär verhält, die linke Seite der Gleichung (7.) 


positiv bleibt, solange x dem Intervalle OD bis b angehört. 


111. 

Für > 1 würde das Legendresche Verfahren die Integration eines 
complieirten Systems von Differentialgleichungen erfordern, dessen Discussion 
in Bezug auf Realität und Stetigkeit der Lösungen sehr mühsam wäre. 
Es ist daher die Bestimmung von Q(») nach einem Verfahren vorzuziehen, 
welches dem von Jacobi für die Discussion der zweiten Variation zelehrter 
analog ist. Wir gehen zu diesem Zwecke von der Differentialgleichung 


' + / \ - 4 
(1.) P(y) = 2(-1) c.y = () 
kK=d...n I=d,... 
aus. 
Da 
Fe. C,=0 


/ 


so erhält die Gleichung (1.) die Form 
(3.) Py)=3C,y”=0, 
wo 


(4. 6 =2 2 (-1)e + (— 1)" e 


Wir bilden nunmehr den linearen Difterentialausdruck »ter Ordnung 0 (w) 
derart, dass Q(u) verschwindet, wenn für # ein System linear unabhängige: 
Lösungen Y,, %Y, ...,9, der Gleichung (3.) gesetzt wird. 

Diese Lösungen haben gewisse von Hesse”) und Ülebsch”) aufgestellte 
Bedingungen zu befriedigen. Dieselben sind erfüllt, wenn wir die Antangs- 
werthe von %,,% ...,%, so wählen, dass, für 2=0, 9. Y.....y, bezw. der 


Ordnung 2n — 1. 2n—2,...,n verschwinden”) 


*) Dieses Journal Bd. 54. 


je ie 


***), Vol. Frobenius, dieses Journal Bd. >D, S. 198. 
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De 


Wir wollen der Einfachheit wegen, ohne der Allgemeinheit Abbruch 
zu thun, voraussetzen, dass die Wurzeln +r,. +r....,+tr, der Gleichung 


n 


(9.) 2 CC,” = 0 


m 
m) 


von einander verschieden sind. 

Eine lineare homogene Differentialgleichung mit constanten Üoef- 
fieienten hat die Eigenschaft, durch eine beliebige Ableitung einer ihrer 
Lösungen befriedigt zu werden. Ist daher y eine Lösung der Gleichung (3.), 
so ist auch jede Ableitung von y eine Lösung derselben Gleichung. Wir 
können daher die Lösung y, so wählen, dass dieselbe für x = 0 der Ordnung 
2»n—1 verschwindet und dann 

dy, _ d’y, dry, 


NT BT tn Tode 
Da eine Gleichung der Form 
YıYı +7: %+ "+ %nY%ı = 0 
mit constanten Coefficienten der Voraussetzung nach nur bestehen könnte, 
wenn die sämmtlichen Coeffieienten verschwinden, so sind hiernach yı. Y., :--, %, 
linear unabhängig. 

Um für eine lineare homogene Differentialgleichung mter Ordnung 
mit eonstanten Üoeffieienten, für welche die charakteristische Gleichung lauter 
verschiedene Wurzeln r,.r;,...,r, besitzt, eine Lösung anzugeben, welche 
nebst ihren m — 2 ersten Ableitungen für & = 0 verschwindet, während die 
(m — 1)-te Ableitung den Werth Eins erhält, hat man m Uonstanten Y,, Ya +++, % 
derart zu bestimmen, dass 

nntrat tm), 
für z=0,1,...,m—2, und 
tr ++ nl. 


Diese Gleichungen ergeben 
1 
N Ar en 
(6.) l x Ir, p'(r,) b) 
wo g(r) die linke Seite der charakteristischen Gleichung der vorgelegten 
Difterentialgleichung, Y'(r) ihre Ableitung nach r bedeutet. 
Auf unsere Gleichung (3.) angewendet ergiebt sich demnach: 
PIREER u2 1 


-r,x| 


/ \ une L | p'x FE 
br) me z P) r fx (rx) e " Wr 


MH see 
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f(z) == < C_ a 
(8.) e 
/ / fa 4 [ (2) 
ET > r? 





Nach unseren Voraussetzungen in No.I sind die Coetficienten €, 
reale Grössen. Ist daher r, eine reale Wurzel der Gleichung 
(5*°.) zcC,.” ad, 


7 
(0) 


so ist f,(r,) real; wenn nun auch r, positiv ist, so ist unmittelbar zu sehen, 





dass 
| er 
e* Zt 
Per) | 
eine reale Function von x ist. Aber wenn r, negativ ist, also r, 0,i. 
so ist 
ee.“ e * sin 0,2 
Ip | 0, 


wiederum real. 
Ist daeeeen r; eine complexe Grösse gleich «+ 9i, so ist die Summe 
du - 4 oO ' 
FE ie u l fe’ -—e '") 
"At. © I fe) | r | 
wor =«e@-— Pi, ins Auge zu fassen. Es sind aber sowohl f,(r,) und fir.) 


GO: 


als auch 


und 


conjugirte complexe Grössen. Es ist demnach o eine reale Function von 
x. Aus diesen Erwägungen ergiebt sich demnach, dass y, folglich auch 
Yy...,%, reale Functionen von x sind. 
In der Gleichung 
(9.) O(u) = 0, 
welche durch y..Y:. ....9,. befriedigt wird, sind q,....q, demnach reale 
Functionen von z. Da die Lösungen dieser Gleichung in der Umgebung 
von z = 0 Potenzreihen mit nur positiven ganzen Potenzen sind, so ergiebt 
sich”), dass 9, 20,9 2°, ...,q, x" in der Umgebung von x = U nach positiven 
ganzen Potenzen von x entwickelbar sind. Die zu z= (U gehörige deter- 
minirende Fundamentalgleichung der Gleichung (9.) hat der Voraussetzung 
gemäss die Wurzeln n.n+1,....2n—1. 


*) Dieses Journal Bd. 68, S. 360. 
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Setzen wir daher 
(10.) = erV, 
wodurch (9.) in 
(9,) e"’+s,e"" +. +s,0=0 
übergeht, wo 
2" s, = n, D*” (a) + (an —- 1). 9 DY (2) +(n— 2), g DU” a" 
++ +tqe, 
so sind die Wurzeln der zu 2 = (0 gehörigen Fundamentalgleichung von 
(9®.)0,1.2,...,2. — 1, es muss daher (x* s,),_, verschwinden für A=1,2,..., n. 
Die Gleichung (zs,),_. = 0 ist äquivalent (n’+ g,2).-. = 0, also er- 
orebt sich 


n 
- 


n 


gı = + Pı (@), 


x 


wo ®, (2) eine nach positiven ganzen Potenzen von x fortschreitende Reihe 
bedeutet. Ebenso folgt aus (z’s,),_., = 0 
2 y +n(n—-1l)ge+ g.2’) in ), 
also 
g: nF n” en > 4 R, (€), 


wo wieder ®,(x) eine nach positiven ganzen Potenzen von x fortschreitende 
heihe bedeutet. 
Allgemein ist 


:, 
11 .=E4R,@), 
Wo 
Ä (#19). (a1) 
12.) ET ER. n( ) B. (x m 


A 
und ®, (z) eine nach positiven ganzen Potenzen von x fortschreitende Reihe 
bedeutet. 
Um in der Gleichung 


n dd 
(13., F(u,u,...,u”)—- c„O(u) = > 


y zu bestimmen, sei 


(14.) = ZA,u® u", et er X 


Kl 
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Bezeichnen wir wie bisher mit oberen Accenten die Ableitungen nach 
x, so ist 


dy ii n—] 





Bee 5 A,, u” u + 2 u ee A, u 
(15 ) dx kl er | 
\ J. n—1 — | 
+2u' 3 A,uu” +---+2u” 3 A_,,u”. 
IA) () 


Es hat daher (13.) die Gestalt 


(n) (N? 
F(u,u,...,u.”) — „0 (u) 


r 
! 


ı—1 
= 5 A,u u" +2u 3 A,u” 


(16.) kl !—1) 





Daraus, dass diese Gleichung in Bezug auf v,«,... identisch erfüllt 
ist, ergiebt sich 
dA; 


dx 


(17.) + Ar-1ıF+ Arı-ı > Cr — Con An 9, 


(17a.) Any = On. Cana 


Die Gleichungen (17.) und (17a.) liefern auch leicht die explieiten 


Ausdrücke für A Setzen wir nämlich 


Rn" 
(18.) = Cr — Can An In-ın 
so ergiebt sich 
ia ei ana + te > 
—D, la,_..u— 2, a + 
op u, 
(19.) + DD, 24,2, 70, _.430.-1 + 56,114, 


— . + u4 





ed D‘ (A, A, u . 


wo 4, Binomialeoefficient ist. 
Aus den Gleichungen (17.) oder (19.) folgt: 


(20.) [A 2- rt). og = x 2 ad 1, 0, 


n’(n+i—u Ar 
Journal für Mathematik Bd. CXXIV. Heft 4. 
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Man bestätigt diese Formel aus den Gleichungen (19.) unmittelbar 
für4=0, 4=1 und beweist alsdann, mit Hülfe der Gleichung (17.), indem 


man dieselbe für k=r—4-— 1, !=u auf die Form bringt 5.) 
ur, dA,—i—ı,u 
(1 0 b.) A,-1-., ee dx so ERROR + Ca, u — Cn Iı-+1 IAn-—us 


dass sie gültig ist für A+ 1, wenn sie für 0, 1,...,4 erwiesen ist. 
Setzen wir 
n—ı—1l=k, u=!|, 


so nimmt die Gleichung (20.) die Form an 


(0 a.) Ink)  _ CmlRn—k)(n—1) 
(20a.) (A,: rt ” eu — nn —k—1— 1) 0. ÖG„_r» 
IV. 


is seien fi (©), AR (&), +: +, fur (2) ganze rationale Functionen m-ten 
(srades von x, in welchen der Coefficient von x” gleich Eins ist. Bilden 
wir die Determinante 


fı (@ + m) fı (x + m) ...: ra + m) 
i(@+m-1) £(ae+m-1)... fun(e+m—1) 


I 


1) D= 


®) R(@) msi (@) 
so lässt sich dieselbe vermöge der Identität 
DR n!= fh, ce+m)—-mfh, ce +m-]) 
(2.) | +m,f (2 +m—2) — .+(-1)" fi (@) 
In 
s h 1 a 


on hetm-1) kRe+m-)) hla+m-)) .. . Imlatm-1) 
(9, = m; | 


fi (2) f: (x) fs (®) ..o. Fn+ı (®) 
umformen. 
Setzen wir 


(4.) fı (2) -fı (@) = wa fu @), 


wo 4,, den Coeffieienten der höchsten Potenz von x bedeutet, welcher in 
der Differenz f; (x) — fı (x) vorkommt, so ergiebt sich 
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f» e+m-1l) pr e+m-I1l)... finan a+m-— 


! fı: ctm— 2) fı3 (2 + m—2)... fine +m—: 
Ein lH,  UMascso Baaı 


+ . f / \ 0) R n 
fie» fiss fm Sind ganze rationale Funetionen (m—1)-ten (Grades, bei 
denen der Coeffieient der (m—1)-ten Potenz gleich Eins ist. 


Die Determinante D lässt sich durch Anwendune der Identität 


10 
a | R-D!-A@+m-D-m-Difu@+m-2 
| + (m— K faule + m — 5) „+ (- 1) ff, (e 


umformen in 
D=m! unlin: las 


1 1 ee 


(1.) fa 2 +m-2) fs ce +m—-2)... fin. (e+m—2 


fi (®) fs (@, .  fümrı (©) 
Setzen wir 


“ 2) f \ » f u a a 
(8.) fi (d) — fi: ‚T) = U; fi (=) ) 
wo 44, den Uoefficienten der höchsten Potenz von x bedeutet, welcher in 





der Differenz fi, (2) — f» (x) vorkommt, so ist hiernach 


D= mi (a-—1)! nik.» Mararı + Bası+- Ba, 


f>; € + m— 2) fa (2 + _ Zum 2) . . . IR 1 x + m u. 2 


(9.) fa e+m-3) fa ae +m-3)... fm (e@ + m—5) 





fs (®) fu (2) er FE 
Man sieht, dass durch Fortsetzung dieses Processes schliesslich er- 
halten wird 
D=m! (m-1)! (m-2)!... 2! 1! 
Bali 544 Manas 


(10.) U oo. U m+ı 





uU 


m+-1,m-+1 » 
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Er 


wo die Bedeutung der « mit doppeltem Index aus dem vorhergehenden 
ersichtlich ist. 

Wir heben hier einen speciellen Fall hervor, von welchem wir später 
(Gebrauch machen wollen. Sei 


(11.) F (x) = (e—m) (e—-m-—]1)... (2 —2m) 
und 
. En F(z) a ; 
(12.) fi (7) = en | 7 ((=1,2,..,m-+!Il), 
so ergiebt sich für diesen Fall aus der Gleichung (10.) 
(A.) D=(m! (m—-1)!...2! 1). 
V. 
Au Ay ... Ay, | | B. | 
(1, een: 
A;s A, A,; 


wo die A, dieselbe Bedeutung haben wie in No. II. 
Aus der Gleichung (20a.) No. III ergiebt sich 


| VL sis 





(2.) (a(n—1)...(n— A) .(a. &-ı1... 0-2). AH. 
wo 
1 1 1 
2n—1 2n—2 N: n—1—1 
| 1 1 Nr. PR Kr 
(3.) d= 2n—?2 2n—3 2a —1—/)—1 
| N 7 e 
1-1 a—1—i—1 2 — 1-31 


Setzen wir 


(4.) 











L. Fuchs, über das Vorzeichen gewisser bestimmter Integrale. 





so wird 


Es ist aber nach (A.) No. IV 
(7.) #' = MA-DL... 23111). 


Wir erhalten daher schliesslich 


f ?(Ai+1)n— (} +1)°\ 


| (Pı-T- Je=i 
B. |“ [n(n—1)...n—A).0. &-1..:5-7Al(A—1)!...2111]’cAt: 
EN) An —1)(2n — 2)... (Zn — 1—At! (2a —1—7—1)...(2n—1—-2I+ 1) (2n—1—24 
VI 


r 
! 


Nach der vorigen Nummer, Gleichung (B.), ist 
P. = (9 p @+Dn—(A+1)° 


=( , 
eine wesentlich positive Grösse. 
Die quadratische Form 
(1.) gu ZA, 
(ki ER —=0,1 n—1) 


lässt sich nach einer von Jacobi”) herrührenden Methode auf folgende 


7 
Weise durch eine Summe von Quadraten darstellen: 
U’ '$ U? U: 
2, uni ar: bu a ea a ER 
( ) f P, P,P: Pn—ı Pmn , Pn—ıPp N 


WO Por Pıs «--,P„ die in voriger Nummer, Gleichung (1.), angegebene 
Bedeutung haben und U,U,,...,U, lineare homogene Funetionen von 
uU,%,..., u”) bedeuten, deren Coefficienten ganze rationale Funetionen von 
Yıs +++, Qu und deren Ableitungen sind. 

Bezeichnen wir mit « den kleinsten positiven Werth von x, für welchen 


eine der Grössen g,,..-,g, unendlich wird, so sind für alle positiven Werthe 


*) Dieses Journal Bd. 53, S. 270. 











290 L. Fuchs, über das Vorzeichen gewisser bestimmter Integrale. 


von x, die kleiner sind als @, die Üoefficienten A,,, der Darstellung der- 
selben durch Gleiehung (19.) No. III gemäss, stetige Functionen von r. 
Nun ist nach voriger Nummer, Gleichung (B.), 

P; 


a: — lıa I y* 1 a Hlora s) > INZA r ‚yo 
3.) Pı = arm ars + Glieder mit steigenden Potenzen von x. 


Demnach ist p, für O <a <Ze stetig und für hinlänglich kleine Werthe 
von z positiv. Für hinlänglich kleine Werthe innerhalb derselben Grenzen ist 
daher auch nach Gleichung (2.) y eine definite positive quadratische Form. 

Eine Zeichenänderung von go Coefficienten der Quadrate in Gl. (2.) 
würde nach dem Trägheitsgesetz bei jeder anderen Art von Transformation 
der quadratischen Form in eine Summe von Quadraten ebenfalls eine Zeichen- 
änderung von _ Üoeffieienten hervorrufen. Wählt man hierzu die Transfor- 
mation durch eine orthogonale Substitution, so ergiebt sich aus der Stetig- 
keit der Coeffieienten A,, dass solche Zeichenänderungen erst eintreten 
können, wenn die Determinante 


(4.) Au] = 0 
Ist. 
Wir wollen die kleinste positive Wurzel dieser Gleichung mit ? be- 
zeichnen. 


Wenn wir e,, als positiv voraussetzen, so ist für Funetionen a, welche 
nebst ihren (»—1) ersten Ableitungen für 2 = 0 verschwinden und sich 
überdies nebst ihren » ersten Ableitungen für e=0 regulär verhalten, nach 


Gleichung (13.) No. Ill 


7 
/ Fiu,u,...,u”)dz 


4 5 
\ 9.) 





= p(u,W,...,u"))+ eo, f: (u) de. 
0 
Wir gelangen also zu folgendem Resultat: 
Bedeutet u eine beliebige Function, welche nebst ihren n—1l ersten Ab- 
leitungen für e= (0 verschwindet und sich überdies nebst ihren n ersten Ab- 
leitungen für <= U regulär verhält, so ist das Integral 


BE; 
/ FCu,u,,..„u')da 
0 
für positive zwischen 0 und b gelegene Werthe von x positiv, wenn b die 


kleinere der beiden Grössen « und 3 darstellt, und wenn c,, positiv voraus- 
gesetzt wird. 
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VII 
Die im Vorhergehenden skizzirte Untersuchung hat nicht nur für die 
Anwendungen ein praktisches Interesse; sie kann vielmehr auch in rein 
analytischen Fragen verwerthet werden. 
Es möge genügen, dieses an dem folgenden Beispiele zu erläutern. 
jetrachten wir die Differentialgleichung 


(«.) Piu,8,...,.0")= fl), 
wo F(u,w,...,u”) dieselbe Beschaffenheit wie im Vorhergehenden hat. 
während f(x) eine innerhalb des Intervalles von 2=0 bis e=b reguläre 
reale Function der realen Variablen «x ist (b ist die in voriger Nummer charak- 
terisirte (Grösse). 
Wird eine Lösung der Gleichung («.) durch die Anfangswerthe 


0" 
oO 


uv—=„‚. “=ıh... 7 -1)) _. ( 


für = 0 bestimmt”) und diese Lösung für reale positive Werthe von & ver- 
folgt, so unterliegt die Frage, ob man in einem gewissen Intervall einer 


Singularität von « begegne, bekanntlich grossen Schwierigkeiten. Aus den 


(vr 
ie) 


Resultaten der vorigen Nummer kann man nun beispielsweise folgenden 
Schluss ziehen: 
Ist / f(z)dx nicht für alle Werthe von x des Intervalles O bis b 


0 
positiv, so kann « nicht in dem ganzen Intervalle eine reale sich regulär 
verhaltende Function bleiben. 


*) Dass dabei selbstverständlich f(O) von Null verschieden sein muss, hat mir 
mein Vater bei der Herstellung des Manuscripts mündlich bemerkt. R. Fuchs. 











Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 
im Anschlusse an das Riemannsche Problem. 


(Zweite Abhandlung*.) 


(Von Herrn Ludwig Schlesinger in Klausenburg.) 


v1 
Zur näheren Bestimmung des Functionssystems, welches den An- 


forderungen des durch Angabe der singulären Punkte 
Ay, Ayy any Ay Agaı 
und der den Convergenzbedingungen genügenden Fundamentalsubstitutionen 
RE U N 


bestimmten ARiemannschen Problems”*) genügen, waren wir in der Nr. IV 
zunächst von einem Systeme der Hauptklasse ausgegangen und hatten dann, 
den Andeutungen Aiemanns folgend, innerhalb der Hauptklasse gewisse 
Funetionssysteme als Hauptsysteme in eindeutiger Weise determinirt. Das 
Verfahren, durch welches ein solches Hauptsystem hergestellt wurde ***), 
lässt jedoch nicht in hinreichend klarer Weise hervortreten, dass die Elemente, 
die nebst den @,..., 44415 Ay...,A, und den Exponenten das Hauptsystem 
determiniren, auch wirklich von den a,,...,a,;,, unabhängig sind. Wir 


“) Siehe die erste Abhandlung dieses Journal Bd. 123, S. 155ff (Nr. I—V), im 
Folgenden stets als Al mit darauf folgender Seitenzahl des 125. Bandes citirt. Ein Aus- 
zug der vorliegenden zweiten Abhandlung ist in den Sitzungsberichten der Berliner 
Akademie, 1902, S. 253 —290 erschienen. 

**) Problem (C), siehe A1, S. 160. 
==) A1, S. 165 unten bis S. 169 Zeile 10 v. u. 
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wollen deshalb, da gerade dieser Punkt für die folgenden Ueberlegungen 
sehr wesentlich ist, eine andere Art der Fixirung eines bestimmten Functions- 
systems innerhalb der Hauptklasse Platz greifen lassen. 

Wir gehen wie in der Nr. IV von einem Systeme y,,..., y, der Haupt- 
klasse aus und bestimmen zunächst die sämmtlichen Systeme der Haupt- 
klasse, für welehe die Exponenten bei den wesentlichen singulären Punkten 
Ay cer, dyyı Mit den entsprechenden Exponenten des Systems Yı,..., y, über- 
einstimmen. Diese Systeme hängen dann von v+1 willkürlichen Constanten 
linear ab, wenn og = @,+r die Anzahl der ausserwesentlichen singulären 
Punkte des Systems Y,,...,%, und @, die a. a.0.”) angegebene Zahl be- 
deutet. Dann gehen wir durch das in der Nr. IV**) geschilderte Verfahren 
zu einem Systeme 2,,...,2, der Hauptklasse über, welches die Minimalzahl 
9, von ausserwesentlichen singulären Stellen aufweist, und wie a.a. 0. 
angegeben, abgesehen von einer als gemeinsamer Factor aller z, auf- 
tretenden, von x unabhängigen, sonst aber willkürlichen Grösse eindeutig 
bestimmt ist. 

Das letztere besagt genauer ausgedrückt folgendes: Irgend ein System 
der Hauptklasse Z,,...,{£,, welches bei allen wesentlichen singulären Punkten 
As... ,,, Zu denselben Exponenten gehört wie z,,...,2, geht aus 2,,..., 2, 
dadurch hervor, dass man alle z, mit einer und derselben von x unabhängigen 
Grösse ce multiplieirt: 


>22 — 2, % 
Bilden wir für die Systeme {,...,{, und 2,,...,2, die Determinanten 
re Aa), s{P?|= Die), 
(x. i=1,23...,N) 


so sind diese, da die Substitutionen A,,...,A, als unimodular vorausgesetzt 
werden, rationale Functionen von x, und wir haben 


I(z) = c* D(e). 


Setzen wir nun 


*) 41,8. 168. 
=) 41, 8. 160. 
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wo x, einen beliebigen regulären Werth bedeutet und die »-te Wurzel in 
geeigneter Weise fixirt wird, so ist auch 


Ur 


Y, = - - (2=1,2,....,%); 
V4(#,) 

das Funetionssystem %,...,%, besitzt folglich innerhalb der Gesammtheit 
der zu denselben Exponenten gehörigen Systeme der Hauptklasse in gewissem 
Sinne invarianten Charakter. Es ist durch die Eigenschaft charakterisirt, 
dass seine Hauptdeterminante 

| gern | (,2=1,2,...,n) 
für x = x, den Werth Eins annimmt. Wir wollen ein derartiges Funetions- 
system Y1,....9. ein (zum Punkte x, gehöriges) normirtes Hauptsystem 
nennen, durch 


P de .... Ag, As--1 e) 
Ki. / 


bezeichnen und den folgenden Betrachtungen stets ein solches System zu 


(Grunde legen. 


vn. 
Wir denken uns nun, wie am Eingange der Nr. V, die Coefficienten 
der Substitutionen A,...., A, fest gegeben (natürlich so, dass diese Substi- 


tutionen die Convergenzbedingungen erfüllen), verlegen a,,, ins Unendliche 
(wobei dann in der Bezeichnung des Functionssystems %,...., 3, der Buch- 
stabe a,,, einfach weggelassen werden soll) und betrachten die a,,...,a 
als von einander unabhängige Veränderliche. Es handelt sich dann darum, 
die Art der Abhängigkeit eines normirten Hauptsystems y,,...,y, von den 
BEURR: a, zu untersuchen. 

Nach einem Satze des Herrn Poincare*) lässt sich ein Functions- 
system der Hauptklasse, welches für a,...,@,, oo dieselben Exponenten auf- 
weist wie das System %,,...,Y. durch ein System von Reihen von der 
Form (4.) Nr. 1”) darstellen. Diese Reihen können durch Multiplication 
mit einem von n unabhängigen, aber eventuell von den a,,...,a, ab- 
hängenden Factor stets so eingerichtet werden, dass sie monogene Funetionen 
der @,,...,a, werden. Man zeigt dies, durch Anwendung der Methoden, 


*, Acta Mathematica Bd. V, S. 257. 
”*) A1, S. 146. 





Tagen 


LTR NUR SE NEL 


Er 
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die Herr Poincare*) für die Untersuchung der Abhängigkeit der Fuchsschen 

Thetareihen von den die betreffende Fuchssche Gruppe bestimmenden Para- 

metern angegeben hat. Geht man dann von einem solchen Reihensysteme, 

durch das in der vorigen Nummer beschriebene Verfahren zu dem normirten 

Hauptsysteme %,,...,%, über, so erkennt man, dass die Elemente dieses 
normirten Hauptsystems monogene Functionen der a,,...,«a, sind. 
Die lineare Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse 

d’y d"'y 

(D.) +p, 


da” u u 5 p.y = ), 


da"! 
der die y,,...,y, als Functionen von x genügen, hat die Eigenschaft, dass 


die dem Fundamentalsysteme y,,..., y, entsprechende Monodromiegruppe © 


von den a,,...,a,, die in den Coefficienten von (D.) als Parameter auftreten, 
unabhängig ist. Nach dem Satze des Herrn Fuchs“*) bestehen folglich für 


die partiellen Derivirten der y, nach den a, Gleichungen von der Form 


\ Oy; m dy, a u 
(1.) EP > B,,y,+ B;: dx + m ie RR dx’ 
(= 1,2,...,0: 4 =1,2,...,0) 


wo die Üoefficienten Bun ..., B; rationale Funetionen von x bedeuten, 


und zwar constituiren die partiellen Derivirten 


‚n--] 


es on av. 2 
\ oa, ' 0a; 04a, 
ein Funetionssystem, welches”) mit y,,...,y, zu derselben Klasse (im Sinne 


Riemannsi) gehört. Das Gleiche gilt demnach auch von den partiellen 
Derivirten zweiter Ordnung und ebenso für die Derivirten beliebig hoher 
Ordnung. Wir erhalten demnach für die partiellen Derivirten beliebig 


hoher Ordnung der y,,...,y, nach den a,...,a, wohlbestimmte endliche 


Werthe, wenn den a,...,a, beliebige endliche und von einander ver- 
schiedene Werthe beigelegt werden und x einen endlichen von den a,, ..., @, 


verschiedenen Werth annimmt. Bedeutet also 


(3.) 2 = 6, 6 =... u,=0, 


*) Acta Mathematica Bd. I u. IV. 
**), Berliner Sitzungsberichte 1888, S. 1279 ff, 
***) Nach Fuchs, a. a. O. S. 1281. 
+) Vergl. Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen, Bd. Il, 1, 
S. 366. 


9N# 
94, 
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ein System endlicher und von einander verschiedener Werthe der o+1 
Variabeln x, a,,...,a,, so sind die Werthe der y,,...,y, und die ihrer sämmt- 
lichen partiellen Derivirten nach den z,a,,...,a, für dieses Werthesystem 
endlich und wohlbestimmt; wir können folglich die y,,...., y,, da sie monogene 
Funetionen der z,@,,...,a, Sind, in der Umgebung der Stelle (3.) nach dem 
Taylorschen Satze entwickeln. Die y,,...,y, sind also in der Umgebung 
der Stelle (3.) holomorph, und zwar reicht die Umgebung dieser Stelle bis 
zu den nächstgelegenen Stellen des durch die Gleichungen 
(4.) r=4,4,=4, (,u=1,2,...,0) 

gegebenen Gebildes. 

Als Functionen eines a, aufgefasst, sind die y,,..., 9%, demnach holomorph 
in der Umgebung jeder endlichen Stelle a,, die von z und den übrigen der 


Beni a, verschieden ist. 


0 

Wir verfolgen nun die Aenderung der Y,,...,Y, bei continuirlicher 
Aenderung der x, a,, ...,a,. Zu diesem Ende repräsentiren wir die z, a, ..., a, 
durch die Punkte einer und derselben Ebene £E. Um einen einfach zusammen- 
hängenden Bereich herzustellen, innerhalb dessen die y,,.... y„, als Functionen 
von x eindeutig sind, haben wir, wie in der Nr. 1II, die Punkte a,,...,a, 
mit dem unendlich fernen Punkte der Ebene E durch Schnitte 

(a,&) = 4, (a, 0) sh,., la, o)=L, 
zu verbinden; diesen o Schnitten gesellen wir jetzt noch den Schnitt 
(X. 0) = l; 

hinzu, um eine Umkreisung des Punktes x durch einen der Punkte a,,..., a, 
zu verhindern, bemerken aber gleich, dass, wenn wir das Functionssystem 
Y15+..,9, in seiner Abhängigkeit von x studiren, der Schnitt 4, wieder be- 
seitigt werden soll, um der Variabeln x ihre freie Beweglichkeit zu sichern. 

Bei der Definition des Functionssystems Yı,...,%, 18t die gegenseitige 
Lage der Schnitte 4,...,/, insofern wesentlich, als die Fundamental- 
substitutionen A,,...,A, diejenigen Aenderungen bestimmen, welche die 
Y +... 9, erleiden, wenn x solche positiven Umläufe um die Punkte a,,...,a, 


Ag, vollzieht, bei denen die Schnitte Z,...,/, je 

AT einmal überschritten werden. Möge die in der 

| ri | / \ ie Fig. 1 angedeutete Lage der Schnitte 4, ...,/, 

lo, I, u 1, N diejenige sein, welche dieser Definition zu Grunde 
i \, a5 liegt; die daselbst gezeichnete Lage des Schnittes 


/, werde auch als die „ursprüngliche“ im Auge 
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behalten; die Bezeichnung der Schnittufer als positive und negative ist der- 
art gewählt, dass x den Schnitt /, in der Richtung vom positiven nach dem 
negativen Ufer hin zu passiren hat, wenn es einen Umlauf um a, vollzieht. 
der die Yı,...,%, die Substitution A, erleiden lässt. 

Eine Deformation der Schnitte, welche durch stetige Verschiebung 
innerhalb der Ebene E erfolgt ohne ein Uebereinandergreifen der Schnitte 
zu veranlassen, kann als unwesentlich gelten. 


Lassen wir nun die a,,...,a, stetig ihre Lage verändern, jedoch so, 
dass niemals zwei dieser Punkte mit einander zusammenstossen, und be- 
trachten .dabei die y,,...,9y, als Funetionen von x, so werden wir, um die 
eindeutige Bestimmtheit dieser Funetionen zu wahren, die Qurvenstücke, 
welche die einzelnen Punkte a,,...,a, beschrieben haben, den entsprechenden 
Schnitten /,,...,/, hinzufügen müssen“). Man wird sich also zweckmässiger 
Weise diese Schnitte (und ebenso den Schnitt /,) als ausdehnbare und bieg- 
same Fäden vorstellen, die im Stande sind sich einer Lagenänderung der 
4,,...,a, anzupassen. Wenn ferner bei einer Lagenänderung der a...... a, 
einer dieser Punkte an einen der Schnitte 4, /,....,/, heranrückt, so wird 
um. eine Kreuzung der Schnitte””) zu vermeiden, der betreffende Schnitt 
eine Deformation erfahren müssen, die man sich in der Weise vorstellen 
mag, dass der sich an den Schnitt herandrängende Punkt a,, den diesen 
Schnitt repräsentirenden Faden vor sich her treibt, und dass der so in Be- 
wegung versetzte Faden eventuell noch andere Fäden (Schnitte) vorwärts 
drängt, falls er bei seiner Deformation mit ihnen in Collision zu gerathen droht. 


Dies festgesetzt, mögen die Punkte a,,....a, auf stetigen Bahnen 


in die Lagen a,,....a, übergehen und dabei die Schnitte 7, Z,.... /, in die 


neuen Lagen & R. eh /, überführen. Denken wir uns während der Bewegung 
der a,, .... a, für jede veränderte Lage dieser Punkte dasjenige normirte Haupt- 
system gebildet, welches mit diesen Lagen als singulären Punkten und mit den 
zu den gleichzeitigen Lagen der Schnitte Z,...,/, gehörigen Fundamental- 
substitutionen A,,..., A, bestimmt ist, so wird dieses (zu Folge der ana- 





*) Vergl. hierfür sowie auch für das folgende Fuchs, dieses Journal, Bd. 71, 
Ss. 9218. 

**) Herr Fuchs, lässt a.a. 0. eine solche Kreuzung zu. Die im Texte fest- 
gehaltene Auffassung schliesst sich an Nekrassof, Mathem. Annalen Bd. 38, S. 513 an, 
wo es sich jedoch nieht um Querschnitte, sondern um Integrationswege handelt. 
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I\ytischen Abhängigkeit des normirten Hauptsystems von den a,,..., a,) alle- 
mal diejenigen Grössen liefern, in welche y,,...,%, durch die betrachtete 
Lagenänderung der a,,...,a, übergegangen ist. Es wird also, wenn die 
Ayy..., 4a, in die Endlagen a,, ib. gelangt sind, Y,,...,y, sich in das normirte 
Hauptsystem 


P [2 ..., Ag x) 
3.0 
verwandelt haben, welches bei den singulären Punkten a,,...,a,, » dieselben 


Exponenten aufweist wie die yı,...,Y, bei den a,,...,‚a,oc und die Sub- 
stitutionen A, erfährt, wenn x einen Umlauf um a, vollzieht, der den neuen 


Schnitt I, (und zwar diesen allein, und keinen andern) einmal im positiven 
Sinne überschreitet. 

Betrachten wir insbesondere den Fall, wo die a,,...,a, geschlossene 
Bahnen beschreiben, so mögen die Schnitte 4,2, ...,/, in die neuen Lagen 


I dr ..., /, übergegangen sein. Das Funetionssystem %,,...,y, hat sich dann 
in ein normirtes Hauptsystem 


(5.) P u RN x) 


verwandelt, welches bei a,,....a,,00 dieselben Exponenten aufweist wie 
Y13:-.+,Y%., Wo aber die Fundamentalsubstitutionen A,,...,A, Umläufen von x 


um die Punkte a,,...,a, entsprechen, bei denen die neuen Lagen 1, CT ı 
der Schnitte je einmal im positiven Sinne überschritten werden. Um dieses 
Funetionssystem (5.) mit dem ursprüglichen Systeme Y,,...,y. vergleichen 
zu können, ist es erforderlich diejenigen Substitutionen A,...., A, aufzusuchen, 
die das Functionssystem (9.) erfährt, wenn z Umläufe um die a,,...,4, 
vollzieht, bei denen die ursprünglichen Lagen /,...,/, der Schnitte einmal 
im positiven Sinne überschritten werden. Wenn dies gelungen ist, so können 
wir sagen, dass %,...,%, Sich in das normirte Hauptsystem 


ER  : 
(9°) P ( . x) 
4 Bi 054 A 


1° 


verwandelt habe, dessen Exponenten bei allen singulären Punkten mit 
denen von %Yı,...,%, übereinstimmen, und wo die Fundamentalsubstitutionen 
Ay, ..., A, Sich jetzt auf die ursprünglichen Schnitte Z,...,/,, wie sie der 
Definition von %,,...,%. selbst zu Grunde liegen, beziehen. 
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Offenbar bilden die A,,..., A, ein System von Fundamentalsubstitutionen 
derselben Gruppe ©, die aus den A,,...,A, als Fundamentalsubstitutionen 
componirt ist. Da ferner die zu den Substitutionen A, und A, gehörigen 
Fundamentalgleichungen übereinstimmen müssen, erfüllen die Substitutionen 
An, ...,A, ebenfalls die Convergenzbedingungen, wenn dies für die A,,.... A, 
der Fall war; wir sind also im Stande, das Funetionssystem (5*.) nach dem 
in den vorhergehenden Nummern entwickelten Verfahren herzustellen und 
damit das analytische Verhalten der Funetionen 9,,.... y„ bei geschlossenen 
Umläufen der singulären Punkte a,,...,a, vollständig zu übersehen, sofern 
wir die Substitutionen A,,.... A, anzugeben im Stande sind. 

Ehe wir auf die Aufgabe der Bestimmung dieser Substitutionen ein- 
gehen, machen wir noch eine Bemerkung in Bezug auf die lineare Difterential- 
gleichung (D.), der die y,,...,%,. als Functionen von x genügen. 

Die homogene lineare Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse 


d”y " nd TR | 
+Ppı +. +p9.y=V\, 


de"! 


(D.) 


dx” 


der das Functionssystem (5*.) genügt, besitzt dieselben wesentlichen singu- 
lären Punkte wie (D.), die zu diesen singulären Punkten gehörigen eanonischen 
Fundamentalsysteme gehören zu denselben Exponenten, wie die entsprechenden 
Fundamentalsysteme von (D.) (die Wurzeln der determinirenden Fundamental- 
gleichungen können sich eventuell um ganze Zahlen geändert haben!), die 
Anzahl der ausserwesentlichen singulären Punkte ist für die Differential- 
gleichungen (D.) und (D.) auch dieselbe, die Lage dieser Punkte kann sich 
jedoch geändert haben. Die dem Fundamentalsysteme (5*.) von (D.) ent- 
sprechende Monodromiegruppe ist dieselbe (nämlich ©) wie die dem Funda- 
mentalsysteme y,,...,y, entsprechende von (D.), aber die dem Schnittsysteme 
lı,...,/, entsprechenden Fundamentalsubstitutionen sind für (D.) andere wie 
für (D.). — Die Coeffieienten von (D.) gehen aus den entsprechenden 


Coeffieienten von (D.) hervor, wenn man die a,,...,a, die betrachteten ze- 
schlossenen Bahnen beschreiben lässt. Die Bestimmung der Substitutionen 
Ay .-+,A,, der wir uns jetzt zuwenden, wird uns auch in die Art der analy- 
tischen Abhängigkeit der p,....,p, von den @,,...,a, Einsicht gewinnen lassen. 

Wir können uns offenbar darauf beschränken, nur einen der singu- 


lären Punkte, etwa a, geschlossene Umläufe vollziehen zu lassen, während x 
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und die übrigen der Punkte a,,...,a, in ihren ursprünglichen Lagen ver- 
harren. Wenn man dann die y,,...,Y, als Functionen von a, studirt, so 
wird man, um dem Punkte a, seine freie Beweglichkeit zu sichern, sich 
den Schnitt (a,, oo) beseitigt denken können und dann zulassen, dass a, über 
die übrigen Schritte hinwegschreitet. In der durch die Schnitte 


In Ir ° ee pe han ...,. I, 


zerschnittenen Ebene E sind dann Y,,...,Y, als Funetionen von a, eindeutig 
determinirt, da ja die y,,...,9, nur dann eine Aenderung erfahren können, 
wenn a, einen Umlauf vollzieht, der einen oder mehrere der Punkte 


I, Ad: ...0.19 d,_ı, d,rı, ...,. U, OO 


in sich schliesst. Für unseren augenblicklichen Zweck ist es jedoch vor- 
theilhafter den Schnitt /, beizubehalten, und die Auffassung Platz greifen zu 
lassen, dass das sich bewegende a, die Schnitte, denen es begegnet, vor 
sich her treibt. Wenn der Umlauf von a, nur unwesentliche (siehe oben!) 
Deformationen der Schnitte Z,Z2,...,/, verursacht, d. h. also solche Defor- 
mationen, bei denen keiner der Schnitte genöthigt wird, im Verlaufe seiner 
Deformation über die ursprüngliche Lage von a, hinweg zu gleiten, so werden 
die Y1,...,%, zu Ihren Ausgangswerthen zurückkehren. 

Es möge nun a, einen einfachen positiven Umlauf um den Punkt x 
vollziehen. Indem a, an das positive Ufer des Schnittes /, heranrückt, 
drängt es diesen Schnitt in die Lage /, und zugleich wird der Schnitt Z, 
NT in die Gestalt /, übergeführt (siehe 
Fig. 2); dieübrigen Schnitte bleiben 


ungeändert. Das Functionssystem 
ur; 77 


SE Yır- +1 Ym 

.>’6 in welches y,, ..., y, übergegangen 

-- jst, erleidet jetzt, wenn x einen 

Umlauf vollzieht, der einen Schnitt 

des neuen Schnittsystems einmal 

de im positiven Sinne überschreitet, 

diejenige Substitution A,, deren Index mit dem des überschrittenen Schnittes 
übereinstimmt. Um die Substitutionen 






MO OA OA 


A A;, o.. A, 
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aufzustellen, die dieses Funetionssystem erleidet, wenn x Umläufe vollzieht, 
die einen Schnitt des ursprünglichen Schnittsystems im positiven Sinne 
passiren, legen wir, nach Beseitigung des Schnittes /, von x aus einfache 
Schleifen (lacets) um die Punkte a,,...,a,, die die alten Schnitte (in der 
Figur mit unterbrochenen Linien angedeutet) einmal im positiven Sinne über- 
schreiten, und sehen zu, wie oft und in welchem Sinne diese (in der Figur 
punktirt gezeichneten) Schleifen die Schnitte des neuen Schnittsystems 
passiren. Wir finden so 


7A 


(6.) A, —=A,A,A;" 


Das Funetionssystem y,,...,y, ist also in das durch das Schema 


O1, :++:, A, 
P 17 Mh 
en 


gegebene normirte Hauptsystem übergegangen, dessen Exponenten bei den 
4, +, 00 Mit den entsprechenden Exponenten des Systems %,, ...,%, über- 
einstimmen, und wo sich die Fundamentalsubstitutionen 


PR 
wieder auf das ursprüngliche Schnittsystem (Fig. 1) beziehen. Ein diesem 
Schema entsprechendes normirtes Hauptsystem wird aber offenbar durch die 
Funetionen 
A, Y, 


geliefert, und da das normirte Hauptsystem eindeutig bestimmt ist, haben 
wir den Satz: 

Vollzieht a, einen Umlauf um den Punkt x, der den Schnitt I, einmal 
im positiven Sinne überschreitet, so erfahren die y,,....Y,„ dieselbe Substitution 
A;, die durch einen den Schnitt |, einmal im positiven Sinne überschreitenden 


Umlauf con x um a, hervorgerufen wird. 

Möge nun a, einen einfachen positiven Umlauf um einen der Punkte 
a,(k< 4) oder a, (2 >4) vollziehen. Man erkennt dann zunächst un- 
mittelbar, dass nur die Schnitte /, und /, beziehungsweise /, und /, in neue 
Lagen /,, /, beziehungsweise EA gedrängt werden, während die übrigen 
Schnitte keine Aenderung erfahren, und dass die Deformation der Schnitte 
l,, {,, die durch einen einfachen positiven Umlauf von a, um a, verursacht 
wird, dieselbe ist wie diejenige, die diese Schnitte erfahren, wenn «a, einen 

Journal für Mathematik Bd. CXXIV, Heft 4. 4) 
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und die übrigen der Punkte a,...,a, in ihren ursprünglichen Lagen ver- 
harren. Wenn man dann die y,,...,%, als Funetionen von a, studirt, so 
wird man, um dem Punkte a, seine freie Beweglichkeit zu sichern, sich 
den Schnitt (a,, oo) beseitigt denken können und dann zulassen, dass a, über 
die übrigen Schritte hinwegschreitet. In der dureh die Schnitte 


I I, sc bh rn |. I, 


zerschnittenen Ebene E sind dann Y,,...,y, als Funetionen von a, eindeutig 
determinirt, da ja die y,,...,y, nur dann eine Aenderung erfahren können, 
wenn a, einen Umlauf vollzieht, der einen oder mehrere der Punkte 


L,Aıyerney Ay, Ayyıy veey Ag OS 


in sich schliesst. Für unseren augenblicklichen Zweck ist es jedoch vor- 
theilhafter den Schnitt Z, beizubehalten, und die Auffassung Platz greifen zu 
lassen, dass das sich bewegende a, die Schnitte, denen es begegnet, vor 
sich her treibt. Wenn der Umlauf von a, nur unwesentliche (siehe oben!) 
Deformationen der Schnitte Z,Z2,...,/, verursacht, d. h. also solche Defor- 
mationen, bei denen keiner der Schnitte genöthigt wird, im Verlaufe seiner 
Deformation über die ursprüngliche Lage von a, hinweg zu gleiten, so werden 
die Y1,...,%, zu ihren Ausgangswerthen zurückkehren. 

Es möge nun a, einen einfachen positiven Umlauf um den Punkt x 
vollziehen. Indem a, an das positive Ufer des Schnittes Z, heranrückt, 


drängt es diesen Schnitt in die Lage 1, und zugleich wird der Schnitt 7, 
in die Gestalt /, übergeführt (siehe 
Fig. 2); dieübrigen Schnitte bleiben 


ungeändert. Das Funetionssystem 
0A 0 


ur Yı; .»0.. b) Yns 
Ag . .. . 
2” in welches y,,..., y, übergegangen 


ist, erleidet jetzt, wenn x einen 
Umlauf vollzieht, der einen Schnitt 
des neuen Schnittsystems einmal 

PR 5 im positiven Sinne überschreitet, 
diejenige Substitution A,, deren Index mit dem des überschrittenen Schnittes 
übereinstimmt. Um die Substitutionen 
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Ay, An 2, A, 
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aufzustellen, die dieses Functionssystem erleidet, wenn x Umläufe vollzieht, 
die einen Schnitt des ursprünglichen Schnittsystems im positiven Sinne 
passiren, legen wir, nach Beseitigung des Schnittes /, von x aus einfache 
Schleifen (lacets) um die Punkte a,,...,a,, die die alten Schnitte (in der 
Figur mit unterbrochenen Linien angedeutet) einmal im positiven Sinne über- 
schreiten, und sehen zu, wie oft und in welchem Sinne diese (in der Figur 
punktirt gezeichneten) Schleifen die Schnitte des neuen Schnittsystems 
passiren. Wir finden so 


/. 


(6.) A, —= A, A, Az" 


Das Functionssystem y,,...,y, ist also in das durch das Schema 


Gi, :+:., GG, 
P\« X 
Wis 2004 Ma 
gegebene normirte Hauptsystem übergegangen, dessen Exponenten bei den 


Gy ..,4,, 00 Mit den entsprechenden Exponenten des Systems y,..... Yy, über- 
einstimmen. und wo sich die Fundamentalsubstitutionen 


FR 
wieder auf das ursprüngliche Schnittsystem (Fig. 1) beziehen. Ein diesem 
Schema entsprechendes normirtes Hauptsystem wird aber offenbar durch die 
Funetionen 
A, Y, 


geliefert, und da das normirte Hauptsystem eindeutig bestimmt ist. haben 
wir den Satz: 

Vollzieht a, einen Umlauf um den Punkt x, der den Schnitt I, einmal 
im positiven Sinne überschreitet, so erfahren die y,,....Y, dieselbe Substitution 
A;. die durch einen den Schnitt |, einmal im positiven Sinne überschreitenden 
Umlauf von x um a, hervorgerufen wird. 

Möge nun a, einen einfachen positiven Umlauf um einen der Punkte 
a,(k< 4) oder a, (2 >44) vollziehen. Man erkennt dann zunächst un- 
mittelbar, dass nur die Schnitte /, und /, beziehungsweise /, und /, in neue 
Lagen Z, /, beziehungsweise 2, /, gedrängt werden, während die übrigen 
Schnitte keine Aenderung erfahren, und dass die Deformation der Schnitte 
l,, /,, die durch einen einfachen positiven Umlauf von a, um a, verursacht 
wird, dieselbe ist wie diejenige, die diese Schnitte erfahren, wenn «a, einen 

Journal für Mathematik Bd. CXXIV, Heft 4. 4) 
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einfachen positiven Umlauf um a, vollzieht. Wir können also die Fälle 
h<h und z>4 zusammenfassen, indem wir z. B. den Fall <A unter- 
suchen und dann die Buchstaben 
h, 4 mit A, z vertauschen. Der 
Fall A<<4 wird in der Figur 3 
veranschaulicht; die Betrachtung 
der, nach Aufhebung des Schnittes 
/, von z aus über die einzelnen 
Schnitte des ursprünglichen 
Systems (unterbrochene Linien in 
der Figur) hinweg gelegten ein- 
fachen Schleifen (punktirte Linien 
in der Figur) liefert auch hier unmittelbar das System derjenigen Sub- 
stitutionen 





h) hb 


A,. ..0.1. A, 
die das Functionssystem 

hh hi}. 

Yı. 20 Yıar 


in welches Y,,...,%, durch den einfachen positiven Umlauf von a, um «a, ver- 
wandelt worden ist, erleidet, wenn x die Punkte a,,...,a, so umkreist, dass 
es die betreffenden ursprünglichen Schnitte einmal im positiven Sinne durch- 
quert. Wir finden so für das System jener Substitutionen im Falle A <A: 


h) 
A,=A, A, A,A,A,, 
Ih 
7 \ A, u Ar” A, A, A, Ar" u A; A,. ui 
7 hr 
A,=A, AA, 
hi 
A, . A, (u<hu>)) 





und daraus durch Vertauschung von h,A mit A,z für den Fall z>4#: 


A,=A, A, A,A,A, 
\ A, a; A;' A, A, A, A, ug A, A, A;. A<{v<x) 
A,=A;'A, A, 


A, = A, (sr Lim Zu): 
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Wir haben also das Resultat: Wenn a, einen Umlauf um den Punkt 
a, (kh<Z4) vollzieht, der den Schnitt /, einmal im positiven Sinne über- 
schreitet, oder wenn a, einen Umlauf um a, vollzieht, der den Sehnitt 7, 
einmal im positiven Sinne passirt, so verwandeln sich die y,,..., y„ in das 


durch das Schema 
(Ajy..., lo 
P hl. hh £ 
Ä,, ...)-: A J 
dargestellte normirte Hauptsystem 


a m Z 

(8.) Yıncı-ı Um 
dessen Exponenten bei allen singulären Punkten mit den entsprechenden 
Exponenten von %,...,%, übereinstimmen, und wo sich die durch die 
Formeln (7.) gegebenen Fundamentalsubstitutionen auf die ursprünglichen 
Schnitte 4,,...,Z, (Fig. 1) beziehen. Die Grössen (8.) bilden als Funetionen 
von x ein Fundamentalsystem der linearen Differentialgleiehung r-ter Ord- 
nung der Fuchsschen Klasse 


(D...) 


deren Coeffiecienten aus den Coeffieienten von (D.) durch den gedachten Um- 


d.«Yy, ” d-ıy BE 
) t+..+», Y=0, 
+ ! 1 de"! nr 


dx" 


lauf von a, um a, oder von a, um a, hervorgehen. Im allgemeinen ist 
die Differentialgleichung (D,,.) von (D.) verschieden, d. h. die Coeffieienten 
Pıy +++-,p„ von (D.) besitzen im allgemeinen als Funetionen von a, die Punkte 
Si en 5 OR 
zu Verzweigungspunkten, nicht aber den Punkt x, da, wie wir gesehen haben, 
ein Umlauf von a, um x die y,,...,y, nur die Substitution A, erleiden lässt. 
Die Gleichungen (6.) und (7.) stellen für jedes Werthepaar 
.r=d,1..0, A<A, 
eine Operation dar, mittels deren man von dem Systeme von Fundamental- 
substitutionen A,,...,A, der Gruppe © zu einem anderen Systeme von Funda- 
mentalsubstitutionen derselben Gruppe übergeht, und zwar ist dieser Ueber- 
gang von der Art, dass dabei jede Fundamentalsubstitution dureh eine ihr ähn- 
liche, (d. h. durch Transformation mit einer linearen Substitution der Gruppe © 
aus ihr hervorgehende) ersetzt wird; wir sagen kürzer, dass das System 
von Fundamentalsubstitutionen A,,....A, durch ein ihm ähnliches System 


ersetzt wird. 


40* 
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Denken wir uns aus den 40(o+ 1) Operationen (6.) und (7.) und 
deren inversen als Fundamentaloperationen eine Gruppe @ componirt, so 
führt jede Operation von @ das System von Fundamentalsubstitutionen 
Ar --.,A, der Gruppe @in ein ihm ähnliches System über, und die Gesammt- 
heit der Operationen von @ liefert offenbar die Gesammtheit aller Systeme 
Ars -:.,A,„, Welche für alle möglichen geschlossenen Bahnen der a,,...,@, 
an die Stelle der A,,..., A, treten können. 

Die Gruppe @ enthält diejenigen Operationen als Untergruppe 7’ ın 
sich, die in der simultanen Transformation der A,,..., A, mit einer und der- 
selben Substitution der Gruppe © bestehen, diese Operationen sind nämlich 
aus den o Operationen (6.) und deren inversen eomponirt. Die Untergruppe 
/' ist überdies, wie man sofort übersieht, in @ ausgezeichnet enthalten. 

Die Gruppe @ ist offenbar der Gruppe der Aenderungen holoedrisch 
isomorph, welche die y,,...,y, erfahren, wenn die o+ 1 Variabeln x, a,,....a, 
irgendwelche geschlossene Bahnen beschreiben. 

Wir bemerken noch, dass im Sinne der in der Nr. V angestellten 
Erwägungen die Ergebnisse der eben durchgeführten Untersuchung auch 
über die Frage vollständigen Aufschluss gewähren, wie die Lösungen einer 
beliebigen linearen Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse, deren 
\Monodromiegruppe von einem in den Coefficienten auftretenden Parameter 
unabhängig ist“), von diesem Parameter abhängen. 


oO 


vn. 


Die in der vorigen Nummer entwickelten Resultate beziehen sich 
zwar unmittelbar nur auf den Fall, wo wir in einem Riemannschen Probleme 
die @,,...,a, als unabhängig veränderliche Grössen und die Coeffieienten 
der Fundamentalsubstitutionen A,,...,A, als von diesen unabhängige fest 
gegebene Uonstante annehmen. Ein 'T'heil der angewandten Methoden er- 
weist sich aber auch in allgemeineren Fällen als brauchbar, so z. B. die 
Methode der Deformation der Querschnitte bei geschlossenen Umläufen der 
Ayy...,@,. Ohne an dieser Stelle auf die Erörterung von Fragen allgemeiner 
Natur, die sich an die gedachten Entwickelungen anknüpfen liessen ein- 
zugehen, wollen wir nur kurz eine Anwendung der Methode der Deformation 


“) Fuchs, Berliner Sitzungsberichte 1888 ff. 
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der Querschnitte, auf die in der Nr. III betrachtete Fuchssche Funetion x = f{n) 
andeuten, um daran den Hinweis auf einen neuen Beweis, der für die Art 
der Abhängigkeit der y,,...,y, von den a,,...,a, geltenden Regeln an- 
zuschliessen. 

Nach den Sätzen des Herrn Poincare*) ist innerhalb des durch die 
Zahlen (g1,...,95+.) bestimmten Typus Fuchsscher Gruppen der ersten, 
zweiten, sechsten Familie vom Geschlechte Null eine besondere Gruppe 9 
und mit dieser eine zugehörige Fuchssche Function = = f(n) vollkommen 
eindeutig determinirt, wenn man die Werthe a,,.... a, @,,, vorschreibt, die 
diese Function in den Eekpunkten 4,,...,A,;., des Fundamentalbereiches 
annehmen soll. Wenn die Seiten des Fundamentalbereiches und die An- 
ordnung seiner Ecken in Uyklen in bestimmter Weise gewählt sind (z. B. 


auf die in der Nr. 1”) angegebene Weise), so sind die Schnitte 


a FAT 


sowohl ihrer gegenseitigen Lage als auch ihrer Gestalt nach vollkommen 
festgelegt. Denkt man sich nun jene Schnitte in beliebiger Weise ab- 
geändert, so zwar, dass nicht nur ihre Gestalt und gegenseitige Lage, 
sondern auch die heihenfolge, in welcher diese Schnitte bei einem positiven 
Umgange um den Punkt a,,, getroffen werden verändert wird, so entspricht 
das nur einer sogenannten „erlaubten Abänderung“ des Fundamentalbereiches””), 
wodurch weder die Gruppe 9 noch die zugehörige Fuchssche Function x = f(n) 
irgendwie alterirt wird, nur das System der Fundamentalsubstitutionen A,, ..., A, 
der Gruppe 9% kann eventuell durch ein ihm (im oben festgesetzten 
Sinne) ähnliches ersetzt worden sein und überdies eine Abänderung in 
der Reihenfolge erfahren haben. Wenn wir erlaubte Abänderungen des 
Fundamentalbereiches, die nur in einer continuirlichen Deformation der 
Seiten bestehen, also keine Aenderung der Fundamentalsubstitutionen be- 
dingen, als unwesentlich ansehen, so bildet die Gesammtheit aller wesent- 
lichen Abänderungen eine Gruppe Hr), von der sich leicht zeigen lässt rf), 


oO 


*) Acta Mathematica Bd.IV; vergl. auch dieses Journal Bd. 110, S. 285 u. A1, 8.158. 
“*) 41, S. 144. 
***) Ausführlich studirt in Fricke-Klein „Vorlesungen über die Theorie der auto- 
morphen Functionen“, Bd. I (1897) 1. Abschnitt, Kap. 2, vergl. besonders S. 299. 
T) In etwas anderer Form kommt diese Gruppe bei Herrn Poincare, Acta 
Mathematica Bd. IV, S. 222 vor; vergl. auch H. Vogt, Theses (Paris 1889) S. 30. 
ir) Vergl. Fricke-Klein, a. a. 0. S. 304. 
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dass sie aus gewissen Operationen als Fundamentaloperationen erzeugt 
werden kann. Diese Fundamentaloperationen lassen sich wie folgt charak- 
terisiren: Grehen wir von einer bestimmten Reihenfolge und Lage der Schnitte 
l,...,4, aus (etwa von der in der Fig. 1 angedeuteten, wo man sich den 
Schnitt 4, vorläufig wegdenken mag), dann erhalten wir Operationen von H, 
wenn wir die Reihenfolge zweier Schnitte z. B. /,,/;,, vertauschen. Dies 
kann in zwiefacher Weise geschehen, entweder indem man /, unverändert 
lässt und /,,, über Z, (also nach links) hinüberschlägt, oder indem man 
l,;, unverändert lässt und Z/, über Z;,, (also nach rechts) hinüberschlägt 
(siehe Fig. 4, (2) und (r)),. Man überzeugt sich durch Betrachtung der von 
x aus über die neuen Lagen der Schnitte hinweggelegten einfachen Schleifen 
(in der Fig. 4 punktirt) sofort, dass in den beiden Fällen A,, A,,, durch 


Fig. 4. 
I) (r) 
to l (6+1 
\ \ 2 “ 
l; Ai L \ li 
| l/ Y hi \ 
+; / N \ \ 
\ \ \ 
/ 8 / \ 
1 \ 
X ( P| Fo x > g ad; 1 
\ > a; Fe 
Er 2 — 
/ \ F _. 
A l.) Aytı A, +13 Ay 
beziehungsweise durch 
/ . —] 
(1r.) A;. A; Ayzı 4, 


ersetzt und überdies in ihrer Reihenfolge vertaucht werden. 

Diese Operationen sind die Fundamentaloperationen der Gruppe H. 
Diejenigen Operationen von H, die Aenderungen der Schnitte /,,...,/,, wie 
sie durch Umläufe der a,,....a, um einander und um x hervorgerufen 
werden, entsprechen, bilden eine ausgezeichnete Untergruppe % von H, und h 
ist offenbar mit der am Schlusse der vorigen Nummer betrachteten Gruppe @ 
holoedrisch isomorph. Die Aenderungen der A,,...,4A,, die bestimmten 
Umläufen der a,,...,a, entsprechen, lassen sich leicht aus den Fundamental- 
operationen (12.) und (1r.) für A = 1,2,...,o zusammensetzen. 

Denken wir uns nun die y,,...,%, durch ein System Fuchsscher Zeta- 
formen von der Gestalt (4.) Nr. I: 
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2.) & Try, (S, u, S, u) 1,2 


v=U 
dargestellt, so wird bei Umläufen der a,,...,a, auf die A,,..., A, eine 
Operation der Gruppe h ausgeübt, was einer ganz bestimmten Permutation 
der Substitutionen S, der Fuchsschen Gruppe 9 entspricht, während die 
Gruppe © unverändert bleibt, so dass also eine Abänderung in der isomorphen 
Zuordnung der Substitutionen der Gruppen 9 und © eintritt. Wenn man diese 
Abänderung verfolgt, so findet man z. B., dass nach einem einfachen positiven 
Umlaufe von a, um x beziehungsweise a, (k < 4) den Fundamentalsubstitutionen 
Ay,..., A, von 3 statt der A,,...,A, die durch die Formeln (6.) beziehungs- 
weise (7.) der Nr. VII gegebenen Substitutionen von © zuzuordnen sind. 
Ersetzt man in jedem Falle in den Reihen (2.) die einer Substitution S, 
von 9 entsprechende Substitution T, von # durch die ihr in der neuen 
isomorphen Zuordnung entsprechende, so erhält man ein System von Zeta- 
formen, welches unmittelbar dasjenige Funetionssystem liefert, in welches 
die %,,...,Y, durch die betrachteten Umläufe der a,, ..., @, übergegangen sind. 


IX. 
Die Operationen (6.) Nr. VII der Gruppe @ haben die besondere Eigen- 


schaft, dass das neue System von Fundamentalsubstitutionen 


04 04 

As: A, 
aus den A,,...,A, durch Transformation mit einer und derselben linearen 
Substitution (nämlich A,) hervorgeht. Die gleiche Eigenschaft kommt über- 
haupt jeder Operation der in @ ausgezeichnet enthaltenen Untergruppe 7' zu. 
Wenn allgemein eine Operation von @, die A,,.:.,A, durch das ähn- 
liche System von Fundamentalsubstitutionen A,,..., A, ersetzt, die Eigen- 
schaft hat, dass eine lineare Substitution B mit nicht verschwindender Deter- 
minante existiert, welche die A, simultan in die A, transformirt, so dass also 


BA,B'=A, (#=1,2,...,0) 


so wollen wir”) sagen, die betreffende Operation von @ werde durch die 
lineare Substitution B indueirt. Die inducirende Substitution (der Inductor) 





*) Anlehnend an eine von Sylvester, dieses Journal, Bd. 85, S. 90, in anderem Sinne 
benutzte, neuerdings von Herrn @. Rados, Math. Berichte aus Ungarn, Bd. 16, S. 243, 
wieder aufgenommene Bezeichnung. 
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hat dann offenbar die Eigenschaft, jede Substitution der Gruppe © in eine 
Substitution derselben Gruppe zu transformiren, die Existenz einer solchen 
Substitution B bedingt also einen /somorphismus der Gruppe © in sich selbst.*) 
Wir wollen nun insbesondere annehmen, dass die Operation (7.) 
Nr, VII von @ dureh eine lineare Substitution B,, indueirt werde, so dass 
also eine lineare Substitution B,, existirt, für die 
7 nd 
(1.) B,; A; B;;' — A; =1,%,.,0) 
ist. Die Existenz der Substitution B,;, weiche die o symbolischen Gleichungen (1.) 
gleichzeitig erfüllt, involvirt eine einschneidende Beschränkung für die Coeffi- 
eienten der Substitutionen 
An Ay 22.5 A, 


Schreiben wir die Gleichungen ( 


\ 


l.) in der Form 


BuA; = A, B,,. 

so erkennt man, dass sie ein System linearer homogen.er Gleichungen für 
die Coeffiecienten von B,, liefern, welches, allgemein zu reden, weit mehr 
Gleichungen enthält, als .zur Bestimmung der n’ Coefficienten von B,, er- 
forderlich sind. Damit diese Gleichungen mit einander verträglich seien, 
müssen also die Coeffieienten der A,,...,A, gewisse Bedingungsgleichungen 
erfüllen. Sind diese erfüllt, gestatten also die durch (1.) repräsentirten 
linearen homogenen Gleichungen für die Coeffieienten von B,, eine Auf- 
lösung, für welche die Determinante von B,, nicht verschwindet, so wollen 
wir sagen, die aus den A,,...,A, als Fundamentalsubstitutionen gebildete 
Gruppe © besitze in Bezug auf das Indexpaar (h, 4) einen Isomorphismus in sich. 

Wenn dann B,, eine bestimmte Substitution (mit nicht verschwindender 
Determinante) ist, die die Gleichungen (1.) erfüllt, so wird offenbar auch 
jede Substitution, die aus B,, durch Multiplieation aller Elemente mit einem 
semeinsamen Factor hervorgeht, den Gleichungen (1.) Genüge thun. Wir 
behaupten aber, dass ausser diesen keine andere Substitution B,, existiren 
kann, die ebenfalls die Gleichungen (1.) befriedigt, wenn nicht die aus den 
An. .... A, als Fundamentalsubstitutionen componirte Gruppe reductibel ist.”*) 


*) Vergl. für diese Bezeichnung W. v. Dyck, Mathematische Annalen Bd. 20, 
S. 10, O0. Hölder ebenda, Bd. 45, S. 313. 

**) In dem im Handbuch, Bd. II, 1, S. 104 angegebenen Sinne; pas primaire in 
der Bezeichnung von Herrn Camille Jordan, Cours d’Analyse, Bd. III (1596), S. 19. 
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Wir führen den Beweis dieses rein gruppentheoretischen Satzes dureh 
eine analytische Betrachtung. 

Wäre eine Substitution B,, vorhanden, die sich von B,, nicht nur 
durch einen gemeinsamen Factor aller Elemente unterscheidet, so würden 
die beiden Functionssysteme 

(2.) B,,y, und B,, Y, 
sich nicht nur durch einen gemeinsamen constanten Factor unterscheiden. 
Die beiden Füunetionssysteme (2.) stellen aber Fundamentalsysteme der 
Differentialgleichung (D.) dar, die, dem Schnittsysteme Z,,....2 (Fig. 1) ent- 
sprechend, die Fundamentalsubstitutionen 


a 3 


aufweisen und folglich zu derselben Klasse (im Sinne Riemanns) gehören. 
Es muss also eine Beziehung von der Form 
d | ae 
Y Br. 
'., 


a Fu 


3 = P,y-+P 


mit in x rationalen Üoefficienten P,P,...,P,_, erfüllt sein, wenn man für 
3 die Elemente des Systems B,,y,, für y die entsprechenden Elemente des 
Systems B,, y, einsetzt. Daraus folgt aber, dass z ein Integral von (D.) dar- 
stellt, wenn für y irgend ein Integral dieser selben Differentialgleichung ge- 
setzt wird, und dies bedingt nach einem bekannten Satze des Herrn Frobenius“, 
die Reduetibilität der Differentialgleichung (D.) also auch die ihrer Mono- 
dromiegruppe ©. 

Es könnte nur noch die Frage entstehen, ob ein solcher Iso- 
morphismus der Gruppe © in sich selbst überhaupt für eine irreduetible 
Gruppe möglich ist. Diese Frage ist aber zu bejahen, da sich, wie wir im 


*) Dieses Journal Bd. 76, S. 265. Im Grunde genommen ist der Satz des 
Herrn Frobenius, wie überhaupt jeder Reductibilitätssatz, ein rein gruppentheoretischer. 
Für die aus den Fundamentalsubstitutionen A,,..., A, componirte Gruppe © ausgesprochen, 
lautet dieser Satz in gruppentheoretischem Gewande so: „Wenn eine nicht rein multi- 
plicative lineare Substitution B mit nicht verschwindender Determinante existirt, welche 
jede der Substitutionen A,,..., A, in sich selbst transformirt, oder, was dasselbe heisst, 
mit allen Substitutionen von © vertauschbar ist, so ist die Gruppe © reductibel.“ Diese 
Art von Isomorphismus einer Gruppe © in sich selbst, wo also jede Substitution von © 
durch den Inductor in sich selbst transformirt wird, kommt in der Lieschen Theorie der 
Transformationsgruppen allein in Betracht; vergl. Maurer, Eneyklopädie der mathem. 
Wissenschaften Bd. II, Heft 4, S. 414. 

Journal für Mathematik Bd. CXXIV. Heft 4. 41 
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Folgenden sehen werden, Beispiele irreductibler, aus o Fundamentalsubsti- 
tutionen componirter Gruppen angeben lassen, die nicht nur in Bezug auf 
ein Indexpaar (Ah, 4), sondern in Bezug auf alle möglichen Paare von Indices 

(h, ..) (= 1,2,..,0;h<0)) 
Isomorphismus in sich selbst darbieten. 

Der für die besondere Operation (7.) Nr. VII der Gruppe @ bewiesene 
Satz gilt offenbar auch allgemein, d. h.: 

Die Existenz einer linearen Substitution mit nicht verschwindender 
Determinante, die eine bestimmte Operation von @ indueirt, bedingt die 
Existenz von helationen zwischen den Coefficienten der Fundamental- 
substitutionen A, ..., A,, die erfüllbar sind, ohne dass die Gruppe © reduetibel 
wird. Sind diese kelationen erfüllt und ist die Gruppe © irreductibel, so 
geht jede die betreffende Operation von @ inducirende lineare Substitution 
aus einer solchen durch Multiplieation aller Elemente mit einem gemein- 
samen Factor hervor. Wenn wir also, was im Folgenden stets geschehen 
soll, den Inductor unimodular voraussetzen, so ist er, falls er existirt und © 
irreductibel ist, eindeutig determinirt und seine Coefficienten sind von den 
A,,...,a, unabhängige Grössen, da ja die zur eindeutigen Bestimmung dieser 
Coeffieienten dienenden Gleichungen, wegen der Unabhängigkeit der 

a"; 
von den @,...,qa,, diese letzteren Grössen überhaupt nicht enthalten. 

Wir setzen im Folgenden die Gruppe © stets als irreduetibel voraus. 

Falls der Induetor B,, für die Operation (7.) Nr. VII der Gruppe @ 
existirt, so gehört das Funetionssystem von x 


(3.) B,; Y, 8:21, 2,,.+9) 
mit dem durch das Schema 
[ Ajy...,(, 
(4.) P Ir BE 
er 5 
h) hi 


repräsentirten normirten Hauptsysteme y,,...y, zu derselben Klasse, und die 
Systeme (3.), (4.) besitzen bei allen wesentlichen singulären Stellen 
Gy ..,@,, oo dieselben Exponenten, sie können sich folglich nur durch einen 
allen gemeinsamen Factor unterscheiden.”) 


*) Dieser Schluss, der sich auf dıe in der Nr. IV (A1, S. 167, 168) vorge- 
nommene Constantenzählung stützt, kann in gewissen Ausnahmefällen seine Gültigkeit 
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Da aber B,, unimodular vorausgesetzt wird, besitzt die Determinante 
des Functionssystems (3.) für e = x, denselben Werth wie die Determinante 
VON Y+++,Ym d. h. (vergl. Nr. VI) den Werth Eins; (3.) ist also selbst 
das normirte Hauptsystem und folglich mit dem Systeme (4.) völlig überein- 
stimmend. Wir haben also den Satz: 

Wenn die Gruppe © in Bezug auf das Indexpaar (4, )) einen I1so- 
moriphismus in sich besitzt und B,, den zugehörigen unimodularen Induetor 
bedeutet, so erleidet das normirte Hauptsystem Y,,...,%, durch einen ein- 
fachen positiven Umlauf von a, um a, oder von a, um a, die lineare Sub- 
stitution B,,, deren Üoefficienten von &, a,, ...,a, unabhängig sind. Daraus 
folgt, dass in diesem Falle die Differentialgleiehungen (D.) und (D,,.) mit 
einander identisch sind. 

Möge nun die Gruppe © so beschaffen sein, dass sie für alle Indexpaare 

(1,2),...,4—1,4), (,A+1),..., (A, 0) 
Isomorphismus in sich selbst zulässt, und seien 
Bi; ; u. Bı-ı, 2» Bı,2+1 uw. Bo 
die entsprechenden unimodularen Inductoren; der Gleichmässigkeit wegen 
setzen wir noch 


A, zu Bo,- 
Wenn dann a, einfache positive Umläufe um die Punkte 
a u ee: 


vollzieht, so erfahren die y,, ..., y, die entsprechende lineare unimodulare Sub- 
stitution B;;; in diesem Falle sind also die sämmtliehen Differentialgleichungen 
Dir), 5 CD) 
mit (D.) identisch, d. h. die Coeffieienten p,, ...,p, von ()).) sind eindeutige 
Functionen von a.. 
Ebenso sind alsdann auch die in x rationalen Coefficienten der Kelationen 


- o' Yx > (i) d Ux 5 dr! Ux 
(9.) —- — BY B? ——. + ...4 BW 
\ Ö a‘; 0) Y, + Al dr i I u,n—]1 d g"- 1 

(= Pe nn I e 1, 2 „.,, 01) 


denen die successiven partiellen Derivirten der y, nach a, zufolge des in 
der Nr. VII angeführten Fuchsschen Satzes Genüge leisten, eindeutige 


verlieren. Ein solcher Ausnahmefall ereignet sich z. B., wenn alle A,,...,A, mit ein- 
ander vertauschbar sind. Ohne hier auf eine genaue Discussion dieser Ausnahmen ein- 
zugehen, bemerken wir nur, dass dieselben nur für reductible Gruppen © eintreten können, 
so dass wir also im Texte, wo wir © als irreductibel voraussetzen, von den Ausnahme- 
fällen absehen dürfen. 


41* 
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Funetionen von a,, die Y,,...,%, befriedigen folglich”) in diesem Falle als 
Funetionen von a,, eine homogene lineare Differentialgleichung »-ter Ordnung 


d" y de—! Y 


(D,.) ö a i == 
\ D da + P:ı dan! 4 + Pin %Y 0 


\ 4’) n 
A 


mit in a, eindeutigen, in x rationalen Coefficienten und den wesentlichen 
sineulären Punkten 
2, yo n Bir recy B 00 
Die Monodromiegruppe @, der Differentialgleichung (D;,.) in Beziehung auf 
das Fundamentalsystem 9,,...,y, ist aus den o Substitutionen 
(6.) Bun. Bı,. ... B;-1. Bi 441 .... B,.o 
als Fundamentalsubstitutionen componirt, sie ist folglich von den in den 
Coefficienten von (D;.) als Parametern enthaltenen Grössen 
(7.) Bee Mae were 
unabhängig. 
Wir machen nun die weitere Voraussetzung, dass die o Substitutionen 
(8.) die Convergenzbedingungen erfüllen. 
Dann können wir auf die Differentialgleichung (D,.) das 'T'heorem 1. 


ie 
a 


unserer Notiz””) anwenden. D.h. wenn wir mit 

(8.) Yan co Sin 
ein System von Funetionen der unabhängigen Variabeln a, bezeichnen, 
welches das durch die singulären Punkte 

Bar Ari rer er OO 
und die zu den Schnitten 
Bi 

(wie sie die Fig. 1 veranschaulicht) gehörigen Fundamentalsubstitutionen (6.) 
bestimmte Riemannsche Problem löst, so stellen sich die y,,...,y,. in der Form 


” h du; 4 dr! u; 
a. RR Yix Yjx Ra N . 
(9) Te hä 
7 b. 


4 / 


\ h /. 
dar, wo die Pu Fans ++ Fun eindeutige Functionen von a, bedeuten. 


*) Siehe Fuchs, Berliner Sitzungsberichte 1591, S. 164fl., vergl. auch die während 
der Drucklegung der vorliegenden Arbeit erschienene Abhandlung des Herrn Richard 
Fuchs: „Ueber lineare homogene Differentialgleichungen, deren Substitutionsgruppe von 
einem in den Coefficienten auftretenden Parameter unabhängig ist“, Beilage zum Programm 
des Bismarck-Gymnasiums, Dt.-Wilmersdorf, 1902, S. 131f. 

**) Dieses Journal, Bd. 124, S. 53, 54. 
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Wählen wir das Functionssystem (8.) von vornherein als ein normirtes 
Hauptsystem, so gelten für dieses Functionssystem von a, dieselben Sätze, 
die wir für das Funetionssystem y,,...,y, von z entwickelt haben, nur 
haben die Grössen z und a, ihre Rollen vertauscht und an die Stelle der 
Gruppe ® ist die Gruppe ©, getreten. Insbesondere genügen die Functionen (8.) 
als Functionen von z aufgefasst einer linearen Differentialgleichung »-ter 
Ordnung mit in z eindeutigen Coefficienten, sie lassen sich also zu Folge 
des 'T'heorems I. unserer erwähnten Notiz in der Form 


0 0) 


a; . darin. 
Y;x = Tu %% -+ r.,ı e / 


dx ui a LE „” 1 a 
oo 0 
darstellen, wo die ri, Fon +++, Fon eindeutige Functionen von x bedeuten. 

Fassen wir die Ergebnisse der bisherigen Untersuchung zusammen, 
so können wir sagen: 

„Unter der Voraussetzung, dass die mit den Substitutionen A,..... A, 
als Fundamentalsubstitutionen erzeugte Gruppe © irreduetibel ist und in 
Bezug auf die o—1 Indexpaare 

(1,2),..,(4— 1,4), (,2+1),..., (A, 0) 
Isomorphismen in sich selbst darbietet, dass ferner die diesen Isomorphismen 
entsprechenden Inductoren (6.) ebenso wie die A,, ..., A, selbst den Convergenz- 
bedingungen genügen, führt das durch die singulären Punkte a,,...,«@, und 
die Fundamentalsubstitutionen A,,..., A, bestimmte Riemannsche Problem mit 
der unabhängigen Variabeln x auf Systeme von Funetionen der beiden 
Variabeln x,a, von folgender Beschaffenheit. 

Ein solches System befriedigt als Functionssystem von x eine lineare 
Differentialgleichung »-ter Ordnung mit in x und a, eindeutigen Coefficienten 
und den wesentlichen singulären Punkten 

Ayaıı, Ag, ©, 
deren Monodromiegruppe © von den a,,...,a, unabhängig ist und als 
Functionssystem von a, ebenfalls eine lineare Differentialgleichung n-ter 
Ordnung mit in z und a, eindeutigen Üoefficienten und den wesentlichen 
singulären Punkten 

nee Asa Ha A 00 

deren Monodromiegruppe ©, von den &, a,...,4_1. Ayyı,....a, unabhängig 
ist. Insbesondere lassen sich zwei Systeme 


TE 7 und " URENE Y 
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derart auswählen, dass die lineare Differentialgleichung, der die Yı,...,9%, 
als Funetionen von z und die lineare Differentialgleichung, der die 
Yarsss-, Yym als Functionen von a, genügen zur Fuchsschen Klasse gehören, 
und durch diese beiden Systeme ist dann jedes andere System in der Form 





0 0 d 0 dr-—! 
Ur Yx 
"nn Yx + "1 dx + a + T)n-—ı der | 
(«=1,2 ‚n) 

’ ' ( ’ 
. * dyin u d’-1y,, 

» - ; N ... | - AX 
To Yıx + !ıı da; 7 "u Tr, n—]1 dar! 

darstellbar, wo die 
() 0 0 fi } J 


Tu, Ns .„..,;, r\ n—1% N, rı, ...,. "un—ı 


eindeutige Funetionen von x und a, bedeuten. 
Bilden wir aus den Substitutionen 
A,, ...,: A,; Bi; .... Bi-1,.2; B. 341; ...; Bo 
als Fundamentalsubstitutionen eine Gruppe ©,;,, 80 sind in dieser alle 
linearen Substitutionen enthalten, die ein Funetionssystem der betrachteten 
Art erleidet, wenn x und a, irgendwelche geschlossene Bahnen beschreiben. 
Die Gruppen © und 9, sind in ©,,, als ausgezeichnete Untergruppen enthalten. 

In dieser Form der Aussage treten die beiden Variabeln x und a, als 
mit einander völlig gleichberechtigte Elemente auf, und es kann gewisser- 
massen als zufälliger Umstand gelten, dass wir bei der Definition der in 
Rede stehenden Functionssysteme gerade von dem auf die unabhängige 
Variable & bezüglichen Riemannschen Probleme ausgegangen sind. 

Als das wesentlichste Resultat möchten wir hervorheben, dass die 
Eigenschaft des durch das ursprüngliche Riemannsche Problem definirten 
normirten Hauptsystems %,,..., Y., als Funetionssystem von a, einer linearen 
Differentialgleichung mit in a, eindeutigen ÜÖoeffieienten zu genügen, allein in 
der Beschaffenheit der Fundamentalsubstitutionen A,,..., A, wurzelt, nämlich in 
der Eigenschaft der aus diesen Substitutionen componirten Gruppe ©, irre- 
duetibel zu sein und in Bezug auf alle o—1 Indexpaare, die den Index 4 
enthalten, Isomorphismen in sieh zu besitzen. 

Wir gehen nun noch einen letzten Schritt weiter, indem wir voraus- 
setzen, dass die aus den A,,..., A, eomponirte Gruppe © in Bezug auf alle 
s(s—]1) 


.) 


Indexpaare 


(h, .) (,i=1,2,.,0; AA) 
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Isomorphismen in sich selbst besitzt. Es gelten dann in Bezug auf alle 
singulären Punkte a,,...,a, die vorhin für a, entwickelten Sätze. Wenn 
wir noch die weitere Voraussetzung machen, dass alle Systeme der uni- 
modularen Inductoren B,,, die aus dem Systeme (6.) für 2 = 1,2,...,o her- 
vorgehen, die Convergenzbedingungen erfüllen, so haben wir also Systeme 
von » Functionen der o+ 1 unabhängigen Variabeln 
2, 

mit den folgenden Eigenschaften: 

„Setzen wir der Gleichmässigkeit wegen x = a,, so befriedigen unsere 
Funetionssysteme als Functionen irgend eines a, (A = (0, 1,...,0) eine lineare 
homogene Differentialgleichung, deren Coeffieienten eindeutige Functionen 
aller @,@,...,a, sind, die zu wesentlichen singulären Punkten die Punkte 
a,k+4, und » besitzt und deren Monodromiegruppe ©, von diesen sin- 
gulären Punkten unabhängig ist. Bilden wir aus den Substitutionen 

B,; (h, Bu 
als Fundamentalsubstitutionen eine Gruppe ©,,,, so ist diese Gruppe mit 
der am Schlusse der Nr. VII definirten Gruppe @ in dem Sinne holoedrisch 
isomorph, dass jede Substitution von ©,,, den Induetor liefert, durch den 
die entsprechende Operation von @ indueirt wird. Die Gruppen 

GI, M=01,...0:0,= 9) 
sind in der Gruppe ©,,, als ausgezeichnete Untergruppen enthalten. 

Insbesondere können o + 1 Systeme 


(9.) Yıryıcy Yan ide he 
so ausgewählt werden, dass die Y,1,...,%,. als Functionssystem von a, eine 


Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse befriedigen, und es lassen sich 
dann alle anderen Systeme durch diese o-+ 1 speciellen in der Form 


I 


h dy;. 2 u 
To Yır + ro da, + RN + N. Er - 
I 


dar-! 

(A = 2,..0 ©) 
darstellen, wo die Coefficienten eindeutige Functionen der o+1 Variabeln 
Ay Ayyye-., a, bedeuten. Unter Umständen können einige der o-+ 1 Special- 
systeme (9.) mit einander identisch sein.**) 





*) Vergl. über solche Functionssysteme Fuchs a. a. O.; specielle Fälle bei Horn, 
Acta Mathematica Bd. XI, S. 113 ff., Habilitationsschrift (Freiburg 1890), und bei den 
am Schlusse der folgenden Nummer zu nennenden Autoren. 
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Funetionssysteme dieser Art mögen wohl Riemann vorgeschwebt 
haben, als er die später von ihm selbst als „nicht richtig“ bezeichneten, in 
dem Abdrucke des Fragments*”) mit kleinerem Druck wiedergegebenen 
Zeilen niederschrieb. Wollte man versuchen, dem Gedankengange nach- 
zuspüren, der Riemann zu der später von ihm selbst verworfenen Anschauung 
geführt haben mochte, dass die durch das allgemeine Riemannsche Problem 
mit den singulären Punkten a, b,...,g und den Fundamentalsubstitutionen 
A,B,..., @ determinirten Grössen y „ein ähnliches System von Functionen, 
wie von x auch von a bilden, mit den Verzweigungswerthen b, ce, d, ..., g, © 
und Substitutionen, die aus (A), (B),...,(F) zusammengesetzt sind“ ”*), so 
wird man wohl kaum fehl gehen, wenn man annimmt, dass Riemann im 
ersten Augenblicke übersehen hat, dass die von ihm”“”) als Querschnitt ein- 
geführte, die Punkte a, b,..., g verbindende geschlossene Linie Deformationen 
erfährt, wenn die a, b,...,g geschlossene Bahnen beschreiben, und dass 
durch diese Deformationen der Charakter der Grössen y vollständig ver- 
ändert wird. 

X, 

Wir haben nun noch den Nachweis zu führen, dass Gruppen von 
der Beschaffenheit, wie wir sie in der vorigen Nummer für die aus den 
Ay-..,A, als Fundamentalsubstitutionen componirte Gruppe © supponirt 
haben, thatsächlich existiren. Dieser Nachweis wird erbracht sein, wenn 
es gelingt, ein Beispiel solcher Gruppen anzugeben. Zu diesem Ende haben 
wir nur die in der Litteratur vielfach behandelte Tissot-Pochhammersche 
Differentialgleichung ins Auge zu fassen, mit der wir uns selbst bereitsT) 
beschäftigt haben. Es sei gestattet, die auf diese Differentialgleichung be- 
züglichen Formeln, soweit wir sie für den vorliegenden Zweck nöthig haben, 
übersichtlich zusammenzustellen. 

Für die in Fig. 1 angedeutete Lage der Schnitte 

RE URN 3 


“. 
f 


bedeute s, eine von einem regulären Punkte £ der Ebene E aus um den Punkt a, 


Werke 8. 385, 396. 
a. a. 0. S. 355 die fünf letzten Zeilen des Textes. 
a. a. 0. 8. 3179 letzte Zeile bis S. 380 Zeile 5 v. o. 
+7) Dieses Journal Bd. 116, 8. 119 ff.; Bd. 117, S. 161 ff.; vergl. auch Hand- 
buch Bd. II, 1, S. 455 ff., woselbst die Litteratur zusammengestellt ist. 


% 
u 


Kak 


u Ten 
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herumgelegte einfache Schleife, die den Schnitt /, einmal im positiven Sinne 
überschreitet. (Dabei ist x = a, zu nehmen). Wir setzen 


I, = [«-a)"@-a,) ...(3—a,)e"dz (=, 1,..., 0) 
(9) | 

und betrachten die Aenderungen, die diese Integrale erfahren, wenn a, einen 
einfachen positiven Umlauf um a, (h<Z4) oder a, (k>>4) vollzieht. Man 
findet - diese am einfachsten, indem man wie in der Nr. VII die Defor- 
mationen verfolgt, die die Schnitte 4,,/,,...,/, bei dem gedachten Umlaufe 
erleiden und dann die einfachen Schleifen S,. die von C aus um a, so herum- 
gelegt sind, dass sie die neuen Lagen /, der Schnitte einmal im positiven 
Sinne überschreiten, dadurch durch die alten Schleifen s, ausdrückt, dass 


man nachsieht, wie oft und in welchem Sinne die s, die alten Schnitte 


9 
I, d,..., , passiren. Bezeichnet man mit 
hi 
he 1, (9 ua - A) 


den Ausdruck, in den sich /, verwandelt, wenn a, den einfachen positiven 
Umlauf um a, (oder q.i.e. a, den einfachen positiven Umlauf um a,) vollzieht, 
so ergiebt sich 


hık 
I: (1-e)h,+8&l,. 


I 


I, =(1-s)(1-8,)L-(-8s)(1-e)I, +1 


V/ v) 
(v=h-+]),.. dl), 


hı 
I, = (14.9 -&)h+(&—-8&)h, 
ae 
„=l: (va=Vl1l,.,A—1l,4+1,...0) 
wo 
= ei 7 ' 


gesetzt wurde. 
Die Ausdrücke 
y=(-)L-A-e)I, 0-12... 
die als Funetionen von a, die Tissot-Pochhammersche Ditferentialgleichung 
o-ter Ordnung (es ist also hier » = 0) 
Du) 2,0.) 7 = 0 


befriedigen, deren Coeffieienten*) rational von a,, @,, .... a, abhängen, erfahren 


N 


) wie sie z. B. aus diesem Journal Bd. 116, S. 119 entnommen werden können. 
Journal für Mathematik Bd. OXXIV. Heft 4. 492 
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hiernach, wenn a, den Schnitt /, einmal im positiven Sinne durchquert, die 
Substitution 
0g 
Y, on y,—&u(1—8,)Y,: (=1,2,.,9-1), 
0g 
a Y, Ir E&, Yo: 
0g 
Yu . y„-(1-e,)Y,, (u=9+1,.., 0). 


Vollzieht ferner a, einen einfachen positiven Umlauf um a, oder 
a, einen solchen um a, (O<h<-A), so erfahren die Yı,%Yr,...,Y, die 
Substitution 





kb 
Y —— Yu: (u=1,2,..,A-1) 
y. = (l-8)yı+&Yı, 
hi 
B,; y,=(-s)A-)g-1-)y]+y,, e=rriin 
hi 
y;, = (&-8&)y1+(1-8+%8&)9; 
hi 
Yu u Ya (u=4+1,...,0)*). 


Wir sehen, dass die A,,...,A,, B,, in der That von den 
Ay, Ayo, , 
unabhängig sind. Für reale Werthe der ß,, Pi, -..,?, Sind die Öonvergenz- 
bedingungen für alle Systeme (6.) Nr. IX erfüllt, auch ist die Tissot- 
Pochhammersche Difterentialgleichung (D,.) nur für ganz specielle Werthe 
der Pu, Pıs.-,/, reductibel.e Dass die B,, in der That die A,,...,A, In die 
durch die Formeln (7.) Nr. VII gegebenen 


hi h 


A,, .... A, 
transformiren, kann durch Rechnung verifieirt werden. 


Besonders bemerkenswerth ist die Besonderheit, dass » = o, und dass 
die Yı,...,Y%, auch als Functionen irgend eines a, (A>0) eine Tissot- 
Pochhammersche Differentialgleichung, also eine Differentialgleichung der 
Fuchsschen Klasse befriedigen, so dass in diesem Falle die o+1 Systeme 
(9.) Nr, IX sämmtlich mit y,,..., y, zusammenfallen, 


*) Diese Formeln habe ich in der Litteratur nicht vorgefunden. 














Die Systeme partieller Differentialgleichungen, mit denen die Herren 
Appell”), Picard*”), Goursat”**), Le Vavasseurf), Wirtinger TT) sich beschäftigt 
haben, sind zum Theil als specielle Fälle in der Tissot-Pochhammerschen 
Differentialgleichung enthalten, sofern sie allgemeinerer Natur sind, lassen 
sie sich der Theorie der am Schlusse der Nr. IX betrachteten Functionen 
von o+1 Variabeln anreihen. 


*) Liouvilles Journal III. Serie, Bd. VIII, S. 173— 217. 
**) Annales de l’Eceole Normale H. Serie, Bd. 10, S. 305—322; III. Serie, Bd. 2, 
S. 357— 384; Acta Mathematica, Bd. I, S. 297—321, Bd. II, S. 114—132, Bd. V, S. 121 
bis 182; Bulletin de la Societe Mathem., Bd. XV, S. 148—152; 
Mathem., II. Serie, Bd. 9, S. 202. 
***) Acta Mathematica Bd. II. S. 1—71: Annales de l’Ecole Normale, II. Serie, 
Bd. 12, S. 261—287, 395 —430. 
T) Theses de la Faculte des Sciences (Paris, 1593). 
71T) WienerSitzungsberichte, Mathem. naturw. Klasse Bd. CVIII, Abth.Ila, Nov. 1899, 
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„ 164, Zeile 3 v. u., 


„gleich Null“, 


5 v. 0. lies „Hauptklasse“ statt „Hauptart“, 


‘ 
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Berichtigungen zu der ersten Abhandlung, dieses Journal Bd. 


S. 144, Zeile 4 v. o. lies „unendlich“ statt 


F r in „&K in «“ 
u d v0. „= x . „= U", 
„ 150, „ Svwu. „ „Zetaformen* „ „Zetafunctionen“, 
-ı N . ‘ (v 
„ 192, Gleichung (3.) muss der letzte Buchstabe lauten: a}, * 


am Fusse des S-zeichens, lies „« = 1“ statt „oa = 1“, 


173, „ 1 der Fussnote lies „unimodular“* statt „unimodolar“. 


| 
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